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1 Introduction
1.1 Ge´ome´tries de Klein
Une ge´ome´trie, au sens de Klein, est un espace homoge`ne G/I, ou` G est un groupe
de Lie (de dimension finie) et I un sous-groupe ferme´ de G. Le groupe G est alors
le groupe des syme´tries (isome´tries) de la ge´ome´trie et joue le roˆle central suivant :
deux parties de l’espace G/I seront conside´re´es e´quivalentes si l’une est l’image de
l’autre par une transformation appartenant au groupe G.
L’exemple type est celui de la ge´ome´trie euclidienne, associe´e au groupe des
de´placements G = O(n,R) n Rn et ou` le stabilisateur d’un point est le groupe
d’isotropie I = O(n,R). Comme le sous-groupe des translations Rn agit librement
et transitivement sur G/I, un mode`le de la ge´ome´trie euclidienne sera alors Rn muni
de la forme quadratique de´finie positive standard dx21 + dx
2
2 + . . .+ dx
2
n.
Autres exemples remarquables de ge´ome´tries (pre´sente´es sous leurs versions com-
plexes) sont :
– la ge´ome´trie riemannienne holomorphe plate, obtenue pour G = O(n,C) n
Cn et I = O(n,C). Un mode`le de cette ge´ome´trie est Cn muni de la forme
quadratique complexe non de´ge´ne´re´e dz21 + . . . + dz
2
n. Il s’agit de la version
holomorphe de la ge´ome´trie euclidienne.
– la ge´ome´trie affine complexe obtenue pourG = GL(n,C)nCn et I = GL(n,C).
L’action de G sur Cn pre´serve les droites complexes parcourues a` vitesse
constante.
– la ge´ome´trie projective complexe, ou` G est le groupe de transformations projec-
tives de l’espace projectif complexe P n(C) et I est le stabilisateur d’un point.
Dans ce cas G pre´serve les droites projectives, sans respecter le parame´trage.
Gauß et Riemann sont les premiers a` avoir introduit et e´tudie´ l’objet infinite´simal
associe´ a` la ge´ome´trie euclidienne : en language moderne, une me´trique riemannienne
sur une varie´te´ est un champ lisse de formes quadratiques de´finies positives sur
l’espace tangent.
Poste´rieurement, dans un vaste programme de ge´ne´ralisation, Cartan a re´ussi a`
de´finir les objets infinite´simaux associe´s aux ge´ome´tries de Klein G/I et qui sont,
a` ces ge´ome´tries, ce que les me´triques riemanniennes sont a` la ge´ome´trie eucli-
dienne [76]. Par exemple, une connexion affine holomorphe est la ge´ne´ralisation in-
finite´simale de la ge´ome´trie affine complexe et une connexion projective holomorphe
est la ge´ne´ralisation infinite´simale de la ge´ome´trie projective complexe.
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Cartan associe a` ces objets un tenseur de courbure qui s’annule si et seulement
si l’objet infinite´simal est plat, autrement dit localement e´quivalent a` G/I.
Cartan et Lie ont longuement e´tudie´ les syme´tries (isome´tries) de ces objets
infinite´simaux.
Ehresmann est celui qui a pose´ le cadre moderne intrinse`que dans lequel ces
structures ge´ome´triques infinite´simales se de´finissent [25]. La de´finition de structure
ge´ome´trique, de´gage´e par Ehresmann (suite aux travaux pre´curseurs de Cartan) et
reprise fructueusement par Gromov dans [35], est pre´sente´e dans la suite et sera
amplement revisite´e au chapitre 3.
1.2 Structures ge´ome´triques holomorphes
Commenc¸ons par donner la de´finition d’une structure ge´ome´trique d’apre`s [3, 35],
dans le contexte holomorphe qui sera discute´ dans ce texte.
Conside´rons une varie´te´ complexe M de dimension n. Rappelons que, pour tout
entier positif r, le groupe Dr, des r-jets en 0 de germes de biholomorphismes locaux
de Cn qui fixent 0, est un groupe line´aire alge´brique qui co¨ıncide avec GL(n,C),
pour r = 1, et avec une extension de GL(n,C) par le groupe additif des formes
biline´aires syme´triques sur Cn, si r = 2.
Le fibre´ des r-repe`res Rr(M) de M , autrement dit le fibre´ des r-jets en 0 de germes
de biholomorphismes locaux, centre´s en 0, entre Cn et M , est un fibre´ principal au-
dessus de M , de groupe structural Dr. Nous suivons [3, 35] et donnons la
De´finition 1.1 Une structure ge´ome´trique holomorphe φ (d’ordre r) sur M est
une application holomorphe, Dr-e´quivariante, φ : Rr(M) → Z, avec Z une varie´te´
alge´brique munie d’une action alge´brique de Dr. Si Z est une varie´te´ affine, alors
la structure ge´ome´trique φ est dite de type alge´brique affine.
L’application φ s’interpre`te comme une section holomorphe du fibre´ de fibre Z,
associe´ au fibre´ principal Rr(M) via l’action de Dr sur Z.
Exemple : Si r = 1 et Z est un espace vectoriel de dimension finie muni d’une
action line´aire de GL(n,C), alors φ est un tenseur holomorphe. Il s’agit d’une struc-
ture ge´ome´trique de type alge´brique affine. On dira, avec Bogomolov [12, 13], que φ
est de type ge´ne´ral, s’il existe un point dans l’image de φ dans Z dont le stabilisateur
est un sous-groupe fini de GL(n,C).
Un biholomorphisme local f de M agit naturellement sur les sections du fibre´
pre´ce´dent. Si cette action pre´serve φ, alors f est une isome´trie locale de φ. Si les
isome´tries locales agissent transitivement sur M , alors la structure ge´ome´trique φ
est dite localement homoge`ne.
Si l’image de φ dans Z est exactement une Dr-orbite, qui s’identifie alors a` un
espace homoge`ne Dr/G, ou` G est le sous-groupe de Dr qui stabilise un point de
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l’image, alors φ s’interpre`te comme une section d’un fibre´ de fibre Dr/G. Cette
section fournit une re´duction du groupe structural de Rr(M) au sous-groupe G.
Une telle structure ge´ome´trique est dite une G-structure holomorphe [48].
La structure ge´ome´trique φ est dite rigide, au sens de Gromov [3, 35], si une
isome´trie locale est de´termine´e par un jet d’ordre fini. Le pseudo-groupe des isome´tries
locales d’une structure ge´ome´trique rigide est un pseudo-groupe de Lie de dimension
finie, engendre´ par une alge`bre de Lie de dimension finie appele´e alge`bre de Lie des
champs de Killing locaux.
Pre´sentons maintenant des exemples importants de structures ge´ome´triques ho-
lomorphes rigides qui sont des G-structures.
– Si r = 1 et G = {Id}, on est en pre´sence d’une trivialisation holomorphe du
fibre´ tangent holomorphe. Une telle structure est aussi appele´e paralle´lisme
holomorphe et, dans ce cas, la varie´te´ M est dite paralle´lisable.
– Si r = 1 et G = O(n,C), on est en pre´sence d’une me´trique riemannienne
holomorphe qui est l’e´quivalent, dans le contexte complexe, d’une me´trique
riemannienne. Il s’agit de la version infinite´simale de la ge´ome´trie riemannienne
holomorphe plate.
– Si r = 1 et G = C∗ n O(n,C) est le groupe des similitudes line´aires com-
plexes, on est en pre´sence d’une structure conforme holomorphe. Il s’agit d’une
structure ge´ome´trique rigide, de`s que n est supe´rieur ou e´gal a` trois.
– Soit r = 2 et conside´rons le sous-groupe G de D2, isomorphe a` D1, constitue´
par les 2-jets en 0 d’isomorphismes line´aires de Cn. Cette G-structure est une
connexion affine holomorphe sans torsion.
– Soit r = 2 et G le sous-groupe de D2, constitue´ par les 2-jets en 0 de transfor-
mations projectives de P n(C) qui fixent 0. Il s’agit d’une connexion projective
holomorphe normale.
Remarque 1 Les paralle´lismes et les connexions affines sont des structures ge´ome´-
triques de type alge´brique affine, mais pas les structures conformes, ni les connexions
projectives.
La de´finition pre´ce´dente des connexions affines et projectives, vues comme G-
structures est classique [49]. Le lecteur pourra e´galement se re´fe´rer a` [67], pour voir
que la de´finition pre´ce´dente co¨ıncide avec celle issue de la the´orie des faisceaux et
adopte´e dans [38, 51, 52].
Des nombreux re´sultats montrent que lesG-structures holomorphes sur les varie´te´s
compactes ont tendance a eˆtre localement homoge`nes (et meˆme plates dans le cas
des varie´te´s ka¨hle´riennes) [41], [43], [61], [82], [21], [19], [22].
Le plus instructif dans ce sens nous semble le re´sultat suivant duˆ a` Wang [82]
(voir la preuve un peu plus tard).
The´ore`me 1.2 (Wang) Soit M une varie´te´ complexe compacte connexe admet-
tant un paralle´lisme holomorphe. Alors M est un quotient d’un groupe de Lie com-
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plexe connexe simplement connexe G par un re´seau cocompact Γ. De plus, M est
ka¨hle´rienne si et seulement si G est abe´lien (et M est un tore complexe).
Rappelons aussi les the´ore`mes suivants qui seront prouve´s et ge´ne´ralise´s a` la
section 4 :
The´ore`me 1.3 (Inoue, Kobayashi, Ochiai) Soit M une varie´te´ ka¨hle´rienne com-
pacte et connexe, munie d’une connexion affine holomorphe ∇. Alors M admet un
reveˆtement fini non ramifie´ qui est un tore complexe et sur lequel l’image re´ciproque
de ∇ est invariante par translations.
The´ore`me 1.4 (Bogomolov, Yau) Soit M une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte connexe
dont la premie`re classe de Chern est nulle, munie d’un tenseur holomorphe de type
ge´ne´ral φ. Alors M admet un reveˆtement fini non ramifie´ qui est un tore complexe
et sur lequel l’image re´ciproque de φ est un tenseur invariant par translations.
Ce texte pre´sente un survol des the´ore`mes de classification pour les varie´te´s com-
plexes compactes M admettant des structures ge´ome´triques holomorphes rigides φ
(qui unifient et ge´ne´ralisent les re´sultats pre´ce´dents).
Par exemple, dans le contexte des varie´te´s ka¨hle´riennes nous de´montrons :
The´ore`me 1.5 Soit M une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte connexe dont la premie`re
classe de Chern est nulle, munie d’une structure ge´ome´trique holomorphe de type
affine φ. Alors φ est localement homoge`ne.
Si, de plus, φ est rigide, alors M admet un reveˆtement fini qui est un tore complexe
et sur lequel l’image re´ciproque de φ est invariante par translations.
Dans le cas ou` M n’est pas suppose´e ka¨hle´rienne, la situation est plus de´licate. Les
re´sultats de classification obtenus dans ce cadre sont moins ge´ne´raux : ils concernent
les me´triques riemanniennes holomorphes en dimension trois et les connexions affines
et projectives holomorphes sur les surfaces complexes compactes. Ces re´sultats seront
pre´sente´s au dernier chapitre.
La strate´gie ge´ne´rale pour obtenir ce type de re´sultat est la suivante. On de´montre
que la structure ge´ome´trique est localement homoge`ne, localement isomorphe a` une
structure ge´ome´trique G-invariante φ˜ sur un espace homoge`ne mode`le G/I (ici G
sera le groupe de Lie connexe et simplement connexe associe´ a` l’alge`bre de Lie des
champs de Killing locaux de φ).
Nous sommes alors dans la situation de´crite par la de´finition suivante.
De´finition 1.6 La varie´te´ M est localement modele´e sur la ge´ome´trie G/I, au sens
d’Ehresmann-Thurston [24, 79], ou encore admet une (G,G/I)-ge´ome´trie, s’il existe
un atlas de M a` valeurs dans des ouverts de G/I tel que les applications de chan-
gements de carte soient donne´es par des e´le´ments du groupe G.
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Si M est compacte, nous dirons aussi que la ge´ome´trie G/I admet une re´alisation
compacte sur M .
De plus, la structure ge´ome´trique φ surM proviendra d’une structure ge´ome´trique
du meˆme type,G-invariante, surG/I. On peut tenter de classifier toutes ces ge´ome´tries
G/I, ainsi que leurs re´alisations compactes.
Rappelons que Thurston a donne´ cette classification pour le cas ou` G/I est de
dimension (re´elle) trois et G pre´serve une me´trique riemannienne sur G/I (voir
[78, 79, 75]). Il est classiquement connu (comme conse´quence du the´ore`me de Hopf-
Rinow) que, dans le cas riemannien, toute re´alisation compacte de G/I est un quo-
tient. Ceci n’est nullement assure´ (et souvent faux) dans le cas ou` I est non compact.
Dans [23], nous re´alisons comple´tement ce programme dans le cas ou` M est une
varie´te´ complexe compacte de dimension trois munie d’une me´trique riemannienne
holomorphe (voir section 5.1). Dans ce cas, G/I est de dimension complexe trois et
l’action canonique de G sur G/I pre´serve une me´trique riemannienne holomorphe.
La composition de ce texte est la suivante.
La section 2 pre´sente des re´sultats classiques d’uniformisation locale et globale
pour des structures ge´ome´triques sur les surfaces de Riemann. On de´montre le
the´ore`me de coordonne´es isothermes de Gauß, l’uniformisation des courbes ellip-
tiques, et on commente le the´ore`me d’uniformisation des surfaces de Riemann.
La section 3 introduit avec de´tails les structures ge´ome´triques rigides au sens de
Gromov dans son cadre naturel (le language des jets d’Ehresmann) et on de´montre
le the´ore`me de de´composition en orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales
(the´ore`me 3.10). Comme application nous de´montrons que toute structure ge´ome´trique
holomorphe sur une surface d’Inoue est localement homoge`ne.
La section 4 pre´sente des re´sultats de classification pour les varie´te´s paralle´lisables
et les varie´te´s ka¨hle´riennes qui admettent des structures ge´ome´triques holomorphes
rigides.
Lors de la dernie`re section, on aborde le cas des varie´te´s non ne´cessairement
ka¨hle´riennes. On y pre´sente la classification (obtenue en collaboration avec Zeghib)
des me´triques riemanniennes holomorphes en dimension trois, ainsi que des re´sultats
sur la ge´ome´trie locale des connexions affines et projectives holomorphes sur les
surfaces complexes compactes. On e´nonce e´galement des questions, des conjectures
et des directions pour des de´veloppements futurs.
2 Re´sultats classiques d’uniformisation
2.1 Le the´ore`me de coordonne´e isothermes de Gauß
Commenc¸ons avec quelques remarques pre´liminaires sur les structures conformes
et les structures complexes sur les surfaces.
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Soit V un espace vectoriel de dimension deux sur R et supposons-le muni d’une
orientation.
Une structure de C-espace vectoriel sur V est la donne´e d’un endomorphisme
R-line´aire J : V → V tel que J ◦ J = −Id.
Remarquons que toute forme quadratique re´elle de´finie positive sur V munit
V d’une unique structure de C-espace vectoriel compatible avec l’orientation (i.e.
(v, iv) est une base directe du R-espace vectoriel V , quelque soit v ∈ V ). En effet,
il suffit de de´finir iv comme l’unique vecteur orthogonal a` v, de meˆme norme que
v et tel que la base (v, iv) est directe. Ceci de´finit bien une structure de C-espace
vectoriel de dimension un sur V .
Par ailleurs, deux formes quadratiques g1 et g2 de´finissent la meˆme structure de
C-espace vectoriel sur V si et seulement s’il existe λ ∈ R∗+ tel que g1 = λg2. Dans ce
cas, on dira que les formes quadratiques g1 et g2 sont conformes et qu’elles de´finissent
la meˆme structure conforme sur V (i.e. la meˆme mesure d’angles). Pour pre´ciser ces
remarques, de´montrons la
Proposition 2.1 Soit V un espace vectoriel oriente´ de dimension deux. Alors la
donne´e d’une structure de C-espace vectoriel sur V compatible avec l’orientation
est e´quivalente a` la donne´e d’une forme quadratique de´finie positive a` e´quivalence
conforme pre`s.
De´monstration On vient de voir que toute structure conforme sur V de´finit une
structure complexe. De point de vue de la the´orie des groupes, ceci est duˆ au fait
que le groupe des transformations line´aires de V pre´servant la structure conforme et
l’orientation est le groupe des similitudes directes et ce groupe pre´serve une structure
complexe.
Inversement, si V est muni d’une structure complexe, V est identifie´ a` C via un
isomorphisme bien de´fini modulo les transfomations C-line´aires z → λz, avec λ ∈
C∗. Toutes ces transformations pre´servent la classe conforme de la forme quadratique
re´elle de´finie positive dx2 + dy2, ou` z = x+ iy. 2.
Ge´ne´ralisons maintenant ces conside´rations au cas des surfaces (dans ce cas,
chaque espace tangent a` la surface jouera le roˆle de l’espace vectoriel V ).
Rappelons d’abord qu’une structure de surface de Riemann sur une surface re´elle
S est la donne´e d’un atlas holomorphe (qui confe´re donc a` S une structure de varie´te´
complexe de dimension e´gale a` un). En particulier, chaque espace tangent a` S est
un C-espace vectoriel de dimension e´gale a` un.
Une structure conforme sur M est une classe d’e´quivalence de me´triques rieman-
niennes par rapport a` la relation d’e´quivalence qui de´cide que deux me´triques g1 et
g2 sont (conforme´ment) e´quivalentes s’il existe un diffe´omorphisme f de M tel que
f ∗g1 = λg2, ou` λ est une fonction de´finie sur M a` valeurs dans R∗.
De´finition 2.2 On dit que la structure conforme de´finie par une me´trique rieman-
nienne g sur une surface de Riemann S est compatible avec la structure complexe
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lorsque pour toute carte locale holomorphe locale φ : U → S, ou` U est un ouvert de
C, on a φ∗g = λ(dx2 + dy2), ou` z = x + iy est la variable de C et λ : U → R∗+ est
une fonction lisse.
Cette de´finition signifie que la restriction de la me´trique riemannienne a` chaque
espace tangent TPS de´finit la meˆme structure complexe que celle donne´e par l’orien-
tation et la structure complexe induite par la structure de surface de Riemann.
Une simple application du re´sultat d’existence d’une partition de l’unite´ montre
l’existence sur la surface de Riemann S d’une me´trique riemannienne compatible
avec la structure complexe (l’ensemble des me´triques compatibles est un coˆne convexe).
On obtient ainsi :
Proposition 2.3 Sur toute surface de Riemann il existe une unique structure conforme
compatible avec la structure complexe.
Dans l’autre sens, les conside´rations pre´ce´dentes impliquent la
Proposition 2.4 Soit S une surface re´elle oriente´e. Alors toute structure conforme
sur S de´termine une structure de C-espace vectoriel complexe sur chaque espace
tangent a` S. Autrement dit, il existe un champ lisse d’endomorphismes J sur S tel
que, pour tout P ∈ S, J(P ) : TP → TP est tel que J ◦ J = −Id.
On appelera la done´e d’un champ d’endomorphismes J avec la proprie´te´ pre´ce´dente
une structure presque-complexe.
Le re´sultat suivant, duˆ a` Gauß, implique que les structures presque-complexes
analytiques sur les surfaces analytiques de´finissent des structures complexes (on dit
aussi qu’elles sont inte´grables).
The´ore`me 2.5 (Gauß) Soit g une me´trique riemannienne analytique re´elle, de´finie
au voisinage d’un point p sur une surface analytique. Alors il existe une carte locale
(x, y) au voisinage de p dans laquelle g = f(x, y)(dx2 + dy2), pour une certaine
fonction analytique re´elle f . Autrement dit, g est localement conforme a` la me´trique
plate standard.
Dans une telle carte locale (x, y), le champ d’endomorphismes J est “constant”,
e´gal a` la multiplication par i. Il s’agit d’un re´sultat d’uniformisation locale des
structures presque-complexes (et conformes) en dimension (re´elle) deux. Ceci s’ave`re
faux en dimension supe´rieure.
De´monstration
Le proble`me e´tant local, on conside´re une me´trique g de´finie dans un voisinage
ouvert U de l’origine dans R2.
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Nous allons commencer par de´montrer un re´sultat analogue dans le cas d’une
me´trique lorentzienne g (i.e. un champ de formes quadratiques de signature (+,−).
On se donne donc en chaque point de U une forme quadratique de signature (+,−)
et il s’agit de montrer que cette me´trique lorentzienne est localement conforme a` la
me´trique lorentzienne standard dx2 − dy2 de R2.
En chaque point de U , la me´trique g de´finit alors deux droites sur lesquelles elle
s’annule : les deux directions isotropes.
Pour la me´trique lorentzienne standard dx2 − dy2, ces droites sont les droites
paralle`les aux deux bissectrices. On va trouver un diffe´omorphisme local qui rele`ve les
deux champs de droites isotropes de g sur les deux champs de droites paralle`les aux
bissectrices. Comme deux formes quadratiques non de´ge´ne´re´es de signature (+,−)
sont proportionnelles si et seulement si elles ont les meˆmes directions isotropes, ceci
de´montrera le re´sulat dans le contexte lorentzien.
On fixe maintenant l’origine O comme point base dans U .
Par le point O passent deux courbes isotropes C1 et C2 qui inte`grent les deux
champs de droites. Il suffit de construire deux champs de vecteurs locaux X1 et
X2 au voisinage de O qui commutent et qui sont tangents aux deux champs de
droites. Pour cela, de´finissons arbitrairement X1 et X2 le long des courbes C1 et C2
et prolongeons les au voisinage de O en forc¸ant la relation de commutation et le fait
de rester tangent aux deux champs de droites.
Dans les coordonne´es locales (x, y) dans lesquelles ce deux champs de vecteurs
sont ∂
∂x
et ∂
∂y
, on peut donc e´crire g = f(x, y)dxdy, ou` f est une fonction. Ce qui est
e´quivalent a` la conclusion recherche´e. Dans ce contexte lorentzien, la preuve n’utilise
visiblement qu’une faible re´gularite´ (C1 suffit).
Dans le cas ou` g est une me´trique riemannienne analytique re´elle, il n’y a pas de
direction isotrope.
On commence par complexifier l’ouvert U en un ouvert Uˆ ⊂ C2 ; c’est un voisinage
ouvert de U conside´re´ maintenant comme contenu dans C2.
On notera q0 = dx
2 + dy2 la me´trique riemannienne holomorphe standard de C2,
ou` x et y sont les coordonne´es complexes usuelles sur C2.
Les coefficients de la me´trique g e´tant des fonctions analytiques re´elles, on peut
les prolonger, de manie`re unique, en une me´trique riemannienne holomorphe q sur
l’ouvert Uˆ (quitte a` diminuer au besoin Uˆ).
Sur C2, on dispose de deux re´seaux transverses de droites complexes isotropes
pour la me´trique standard q0, d’e´quations y = ±ix + cste. Sur Uˆ , on dispose de
deux champs holomorphes de droites complexes, isotropes pour q. Rappelons que
chaque champ de droites holomorphe s’inte`gre localement en une famille de courbes
complexes (surfaces re´elles). On de´finit alors, exactement comme dans le cadre lo-
rentzien, un biholomorphisme local de C2 qui rele`ve les deux champs de droites
holomorphes sur les deux champs de droites paralle`les aux deux bisectrices. Ceci
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montre que la me´trique riemannienne holomorphe q est localement conforme´ment
e´quivalente a` q0.
Pour pouvoir revenir aux coordone´e´es re´elles et a` la me´trique riemannienne ini-
tiale, il faut encore montrer que le biholomorphisme local de C2 que nous venons de
construire a la proprie´te´ additionnelle d’eˆtre invariant par la conjugaison complexe.
Puisque les coefficients de g sont re´els, I∗q = q, ou` I de´signe la conjugaison
complexe (x, y) 7→ (x¯, y¯). Ceci montre que I envoie les deux champs de droites
isotropes de q sur leurs conjugue´s. Il en est bien suˆr de meˆme pour les champs de
droites isotropes de q0. Ceci implique que le diffe´omorphisme local de conjugaison
commute avec I, de`s qu’on le construit en choisissant dans Uˆ un point origine re´el
qu’on envoie sur un point re´el de C2. 2.
Traditionnellement, on qualifie les coordonne´es locales (x, y) dans lesquelles la
me´trique est conforme a` la me´trique plate standard, de coordonne´es isothermes.
Bien entendu, ces coordonne´es ne sont pas uniques. Deux d’entre elles diffe´rent
par une transformation conforme du plan. La diffe´rentielle du changement de carte
est donc en tout point une similitude.
Si l’on suppose que l’orientation est e´galement pre´serve´e, on obtient une similitude
directe du plan, donc une transformation holomorphe.
En re´sume´, toute me´trique analytique re´elle sur une surface analytique de´finit un
atlas holomorphe et donc une structure de varie´te´ complexe de dimension 1 (surface
de Riemann).
Le the´ore`me de Gauß que nous avons e´tabli dans le cas des me´triques analytiques
re´elles reste vrai dans le cadre diffe´rentiable, mais il est alors bien plus difficile : il
sera de´montre´ par Korn et Lichtenschtein en 1916 dans le cadre C∞, et finalement
par Ahlfors et Bers en 1960 dans le cadre mesurable.
En particulier, toute me´trique riemannienne g sur une surface oriente´e S de´finit
de manie`re unique une structure de surface de Riemann sur S compatible avec g.
Nous obtenons ainsi (au moins dans le cas analytique) l’autre sens de l’implication
prouve´e a` la proposition 2.3 :
The´ore`me 2.6 Une structure de surface de Riemann sur une surface S est e´quivalente
a` la donne´e d’une orientation et d’une structure conforme.
2.2 The´ore`me d’uniformisation des surfaces
Cette section est consacre´e a` un court rappel du the´ore`me d’uniformisation des
surfaces de Riemann, re´sultat des travaux de plusieurs mathe´maticiens dont notam-
ment Poincare´, Ko¨ebe, Klein, Schwarz et Picard.
Pour une excellente introduction aux mathe´matiques sous-jacentes au the´ore`me
d’uniformisation des surfaces le lecteur inte´resse´ pourra bientoˆt consulter le livre [80].
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The´ore`me 2.7 Toute surface de Riemann connexe et simplement connexe est bi-
holomorphe a` la droite projective P 1(C), a` C ou au disque unite´ de C.
Remarquons que pour le cas des surfaces de Riemann compactes de genre g = 0
ceci donne :
The´ore`me 2.8 Toute me´trique riemannienne sur une surface compacte simplement
connexe est conforme a` la me´trique standard de la sphe`re S2.
De´monstration L’unicite´ de la structure complexe sur une surface compacte sim-
plement connexe (isomorphe a` celle de P 1(C)) implique l’unicite´ de la structure
conforme. 2.
Nous de´montrons ici l’uniformisation des surfaces de Riemann de genre g = 1.
Commenc¸ons par l’e´nonce´ suivant :
The´ore`me 2.9 Toute cubique lisse dans P 2(C) est biholomorphe a` une courbe el-
liptique C/Λ.
De´monstration
Toute cubique lisse peut se mettre sous la forme y2 = (x−α)(x−β)(x− γ), avec
α, β, γ des nombres complexes deux a` deux distinctes.
La forme diffe´rentielle
ω =
dx√
(x− α)(x− β)(x− γ)
est bien de´finie et non singulie`re sur le reveˆtement double de la droite projective x ∈
P 1(C), ramifie´ au-dessus des points α, β, γ,∞. Autrement dit, la cubique (compacte)
lisse C d’e´quation y2 = (x− α)(x− β)(x− γ) he´rite d’une 1-forme holomorphe non
singulie`re. En effet, la coordonne´e locale v de la cubique C au voisinage de x = α
est telle que x− α = v2. Par conse´quent, dx = 2vdv et ω ' 2dv. Un calcul similaire
au voisinage de l’infini (ou` la variable locale v satisfait la relation 1/x = v2) montre
que ω est e´galement holomorphe et non singulie`re a` l’infini.
De manie`re duale, C he´rite d’un champ de vecteurs holomorphe non singulier
X, de´fini par la relation ω(X) = 1. Comme C est compacte, le flot (complexe) de
X est complet et son action (transitive) parame`tre C par le quotient de C par le
stabilisateur Λ d’un point. La cubique lisse vient d’eˆtre uniformise´e par C. L’appli-
cation uniformisante est l’inverse d’une primitive w de ω : on vient de voir que le
groupe des pe´riodes de ω est un re´seau Λ de C et w−1 est une fonction holomorphe
(uniforme) Λ-pe´riodique sur C. 2.
Plus ge´ne´ralement, on de´montre, avec la meˆme me´thode, le :
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The´ore`me 2.10 Toute surface de Riemann S de genre g = 1 est biholomorphe a`
un quotient C/Λ. En particulier, le reveˆtement universel est biholomorphe a` C.
De´monstration On a vu pre´ce´demment qu’il suffit de montrer que S posse`de
une 1-forme diffe´rentielle holomorphe non singulie`re. Ceci est une conse´quence di-
recte du the´ore`me de Riemann-Roch [38] dont un cas simple affirme que S posse`de
“autant” des 1-formes diffe´rentielles holomorphes non singulie`res que des fonctions
holomorphes. Il s’agit donc d’un espace vectoriel de dimension 1. 2.
Corollaire 2.11 Toute surface de Riemann de genre g = 1 admet une me´trique
riemannienne comple`te plate compatible avec la structure complexe.
De´monstration Il s’agit de la me´trique dx2+dy2 dans la coordonne´e z = x+iy ∈ C
du reveˆtement universel. Cette me´trique est invariante par translations et descend
sur la courbe elliptique. 2.
Bien suˆr le the´ore`me ge´ne´ral e´quivalent au the´ore`me d’uniformisation des surfaces
de Riemann est
The´ore`me 2.12 Toute surface de Riemann admet une me´trique riemannienne comple`te
de courbure sectionnelle constante compatible avec la structure complexe.
De´monstration Par le the´ore`me de Poincare´-Koebe, la surface de Riemann est
un quotient de P 1(C), de C, ou bien du disque unite´ dans C par un sous-groupe
discret d’automorphismes agissant proprement et sans points fixes.
Dans le cas de P 1(C), tout automorphisme admet au moins un point fixe (vec-
teur propre de la matrice de taille (2, 2) correspondante). Ainsi, la seule surface de
Riemann reveˆtue par P 1(C) est elle-meˆme. Or, P 1(C) posse`de la me´trique standard
de la sphe`re S2.
Dans le cas du disque, la me´trique de Poincare´ dx
2+dy2
(1−x2−y2)2 est comple`te et pre´serve´e
par le groupe d’automorphismes PSL(2,R). Cette me´trique descend donc sur la
surface quotient. 2.
2.3 Un the´ore`me d’uniformisation duˆ a` Wang
The´ore`me 2.13 (Wang) Soit M une varie´te´ complexe compacte connexe admet-
tant un paralle´lisme holomorphe. Alors M est un quotient d’un groupe de Lie com-
plexe connexe simplement connexe G par un re´seau cocompact Γ. De plus, M est
ka¨hle´rienne si et seulement si G est abe´lien (et M est un tore complexe).
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De´monstration Conside´rons une famille X1, . . . , Xn de champs de vecteurs holo-
morphes sur M qui forment, en chaque point, une base sur C de l’espace tangent
holomorphe. Les crochets de Lie de ces champs, pris deux a` deux, sont :
[Xi, Xj] =
n∑
k=1
ckijXk.
Les fonctions ckij, ainsi de´finies, sont holomorphes et, par conse´quent, constantes.
Ceci montre que les champs Xi forment une alge`bre de Lie de dimension finie.
D’apre`s un re´sultat classique, duˆ a` Lie, notre paralle´lisme est localement homoge`ne,
localement modele´ sur un paralle´lisme donne´ par des champs de vecteurs invariants
a` gauche sur un groupe de Lie complexe connexe et simplement connexe G. Comme
M est compacte, les Xi sont complets et G agit (a` droite) sur M . Cette action est
ne´cessairement transitive et M s’identifie au quotient (a` gauche) de G par un re´seau
cocompact Γ.
Suposons maintenant que M = Γ\G est ka¨hle´rienne et conside´rons la base
ω1, . . . , ωn de 1-formes diffe´rentielles holomorphes invariantes a` gauche sur G, duale
a` X1, . . . , Xn. Les formes ωi descendent sur M . Rappelons que sur une varie´te´
ka¨hle´rienne compacte toutes les formes diffe´rentielles holomorphes sont ferme´es [34].
Par ailleurs, la formule de Lie-Cartan donne :
dωi(Xj, Xk) = −ωi([Xj, Xk]),
quels que soient i, j, k ∈ {1, . . . , n}.
On constate que les formes ωi sont toutes ferme´es si et seulement si les champs
de vecteurs Xi commutent et donc G est abe´lien. 2.
3 Structures ge´ome´triques holomorphes
3.1 Le groupe Dr(Cn)
Nous commenc¸ons par conside´rer l’ensemble des germes en 0 de toutes les appli-
cations holomorphes de´finies sur un ouvert de Cp qui contient le point 0, a` valeurs
dans un ouvert de Cn qui contient le point 0, et qui envoient 0 sur 0. Il s’agit d’un
espace vectoriel sur C.
Le quotient de cet espace par la relation d’e´quivalence “avoir le meˆme polynoˆme de
Taylor d’ordre r en 0” est un espace vectoriel de dimension finie sur C, qu’on appelle
classiquement l’espace des r-jets en 0 des germes d’applications holomorphes de Cp
dans Cn. Notons le Jr0 (C
p,Cn) et pre´cisons qu’un e´le´ment de cet espace s’exprime
par une application polynoˆmiale de degre´ r, de Cp dans Cn, dont la partie homoge`ne
de degre´ i est de´termine´e par les de´rive´es partielles d’ordre i, calcule´es au point 0, de
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tout germe qui le repre´sente. Par exemple J10 (C
p,Cn) n’est rien d’autre que l’espace
vectoriel LC(Cp,Cn) des applications C-line´aires de Cp dans Cn.
Dans le cas particulier ou` p est e´gal a` n, la composition des germes de fonctions
munit l’espace vectoriel Jr0 (C
n) = Jr0 (C
n,Cn) d’une loi de produit. Par la suite nous
de´signerons par le symbole Dr(Cn) le groupe des e´le´ments inversibles de Jr0 (C
n).
Le groupe Dr(Cn) est constitue´ des e´le´ments de Jr0 (C
n) dont la partie line´aire est
inversible dans LC(Cn,Cn).
Nous appellerons Dr(Cn) le groupe des r-jets en 0 des biholomorphismes locaux
de Cn qui fixent 0.
Le groupeD1(Cn) s’identifie au groupeGL(n,C), des automorphismes C-line´aires
de Cn.
Il importe de remarquer que Dr(Cn) est un groupe alge´brique, autrement dit
Dr(Cn) admet une structure de varie´te´ alge´brique affine (sur le corps de base C)
pour laquelle la loi de groupe et le passage a` l’e´le´ment inverse sont des applications
polynoˆmiales. La` ou` il n’y aura pas de confusion possible, nous allons de´signer le
groupe Dr(Cn) par Dr.
La ge´ne´ralisation naturelle des conside´rations pre´ce´dentes, dans le contexte des
varie´te´s complexes, nous conduit aux fibre´s des jets, introduits pour la premie`re fois
par Ehresmann.
3.2 Fibre´s des r-repe`res et autres fibre´s
Soit M une varie´te´ complexe de dimension n.
Conside´rons l’espace des germes en 0 de toutes les applications holomorphes
de´finies sur un ouvert de Cp qui contient 0 et a` valeurs dans la varie´te´ M . Nous
identifions deux e´le´ments de cet espace s’ils ont le meˆme r-jet en 0. La le´gitimite´ de
cette de´finition est assure´e par le fait que la relation d’e´quivalence “avoir le meˆme
de´veloppement de Taylor en 0” ne de´pend pas du choix d’un syste`me de coordonne´es.
Le quotient de notre espace par la relation d’e´quivalence pre´ce´dente est l’ensemble
Jr,p(M), des r-jets en 0 d’applications holomorphes d’un ouvert de Cp a` valeurs dans
M .
L’ensemble Jr,p(M) admet une structure de varie´te´ complexe qui se projette ho-
lomorphiquement sur M , la projection e´tant simplement l’e´valuation en 0. Cette
projection confe`re a` Jr,p(M) une structure de fibre´ vectoriel complexe sur M , de
fibre Jr0 (C
n,Cp). Pour r = 1 et p = 1 on retrouve le fibre´ tangent complexe de la
varie´te´ M : J1,1(M) = TM .
Le groupe Dr(Cp) agit a` droite sur le fibre´ Jr,p(M) en pre´servant les fibres.
Explicitons cette action : si g est un e´le´ment de Dr(Cp) et f un e´le´ment de Jr,p(M),
le re´sultat de l’action de g sur f est le r-jet en 0 de l’application f˜ ◦ g˜, les symboles
f˜ et g˜ de´signant des germes qui repre´sentent les r-jets en question. Ceci ne de´pend
pas des repre´sentants choisis. L’action est line´aire dans les fibres. Dans le cas ou` p
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est e´gal a` n, le groupe Dr(Cn) agit a` droite sur le fibre´ Jr,n(M) = Jr(M).
Conside´rons a` pre´sent l’ensemble forme´ par les germes en 0 de tous les biholo-
morphismes entre des ouverts de Cn qui contiennent 0 et des ouverts de M .
Le quotient de cet ensemble par la relation d’e´quivalence ”avoir le meˆme r-jet en
0” est un sous-fibre´ de Jr(M), invariant par l’action du groupe Dr(Cn), et appele´
classiquement le fibre´ des r-repe`res de la varie´te´ M . Par la suite, il sera note´ Rr(M).
L’action de Dr(Cn) sur Rr(M) est transitive dans les fibres et munit le fibre´ des
r-repe`res d’une structure de fibre´ principal de groupe structural Dr(Cn).
Pour r e´gal a` 1, le fibre´ R1(M) s’identifie aux couples forme´s par un point de
M et une base de l’espace vectoriel complexe TmM . Cette identification justifie la
terminologie fibre´ des repe`res. Le fibre´ des repe`res R1(M) est un GL(n,C)-fibre´
principal.
Pour tout couple l ≥ k, il existe un morphisme surjectif de fibre´s principaux
Rk(M)→ Rl(M) de´fini de manie`re naturelle par troncature.
3.3 De´finition et exemples des structures ge´ome´triques
Nous sommes maintenant en mesure de pre´senter la de´finition du concept “struc-
ture ge´ome´trique holomorphe”.
Soit M une varie´te´ complexe de dimension n et Rr(M) son fibre´ des r-repe`res.
Conside´rons aussi une varie´te´ alge´brique (quasiprojective) lisse Z munie d’une action
alge´brique du groupe alge´brique Dr(Cn). Nous rappelons que Dr(Cn) agit a` droite
sur le fibre´ Rr(M), l’action e´tant transitive dans les fibres.
De´finition 3.1 Une structure ge´ome´trique holomorphe φ (d’ordre r et de type Z)
est une application holomorphe du fibre´ Rr(M) dans la varie´te´ Z, e´quivariante sous
l’action du groupe Dr(Cn) (c’est-a`-dire φ(f · g) = g−1 · φ(f), ∀f ∈ Rr(M) et ∀g ∈
Dr(Cn)).
Nous suivons donc la pre´sentation de Gromov [35], qui a e´te´ commente´e et e´labore´e
dans des nombreux travaux dont nous citons, par exemple, [3, 4, 7, 15, 26, 84].
Nous allons adopter aussi la terminologie suivante.
De´finition 3.2 La structure ge´ome´trique holomorphe φ est dite de type alge´brique
affine si la varie´te´ Z est alge´brique affine.
Remarque 2 L’application φ s’interpre´te comme une section holomorphe du fibre´
associe´ au fibre´ des r-repe`res via la repre´sentation de Dr(Cn) sur Z. Ce fibre´ est,
par de´finition, le quotient de Rr(M) × Z par la relation d’e´quivalence (f, z) ∼ (f ·
g−1, g ·z). Il n’est pas difficile de s’apercevoir qu’on obtient un fibre´ localement trivial
de fibre Z et qu’une section de ce fibre´ correspond exactement a` une application
Dr(Cn)-e´quivariante de Rr(M) dans Z.
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Exemples de structures ge´ome´triques holomorphes :
• champ de vecteurs holomorphe
Un champ de vecteurs holomorphe sur une varie´te´ complexe est une section ho-
lomorphe du fibre´ tangent. Soit n la dimension complexe de la varie´te´. On peut voir
un champ de vecteurs holomorphe comme une application e´quivariante du fibre´ des
repe`res de la varie´te´ (qui est un GL(n,C) fibre´ principal) dans l’espace vectoriel Cn
muni de l’action naturelle de GL(n,C). C’est une structure d’ordre 1 et de type Cn.
Un champ de vecteurs holomorphe est une G-structure si le champ est non sin-
gulier, le groupe H e´tant le stabilisateur d’un vecteur non nul de Cn.
• champ de droites dans le fibre´ tangent
Un champ de droites holomorphe peut eˆtre vu comme une application holomorphe
e´quivariante du fibre´ des repe`res de la varie´te´ dans l’espace projectif P n−1(C) muni
de l’action projective du groupe GL(n,C).
Contrairement a` la structure ante´rieure, ce n’est pas une structure de type alge´brique
affine et c’est toujours G-structure.
• un paralle´lisme complet
Nous disons que la varie´te´ complexe M de dimension n porte un paralle´lisme com-
plet s’il existe n sections holomorphes du fibre´ tangent, en chaque point line´airement
inde´pendantes. Le fibre´ tangent est donc trivial et il existe une application holo-
morphe D1(Cn)-e´quivariante du fibre´ R1(M) dans D1(Cn).
Un paralle`lisme complet est une G-structure d’ordre 1 de groupe Id. D’apre`s le
the´ore`me de Wang, si M est compacte, elle sera ne´cessairement un espace homoge`ne,
quotient d’un groupe de Lie complexe par un sous-groupe discret cocompact.
• me´trique riemannienne holomorphe
Formellement, une me´trique riemannienne holomorphe sur une varie´te´ complexe
M , de dimension n, est une section holomorphe g du fibre´ S2(T ∗M) des formes
quadratiques complexes sur l’espace tangent holomorphe a` M telle que, en tout
point m de M , la forme quadratique complexe g(m) est non de´ge´ne´re´e (de rang
maximal, e´gal a` n).
Il s’agit d’une structure ge´ome´trique dont le type Z est l’espace vectoriel des
formes quadratiques complexes sur Cn. Dans ce cas, Z est muni de l’action de
GL(n,C), induite sur les formes quadratiques par l’action canonique de GL(n,C)
sur Cn.
L’application e´quivariante de R1(M) dans Z est celle qui associe au couple forme´
par un point m ∈ M et un repe`re de f ∈ TmM (vu comme un isomorphisme entre
Cn et TmM) la forme quadratique qm ◦ f sur Cn.
Les orbites de Z sous l’action de GL(n,C) sont caracte´rise´es par un invariant
discret : le rang.
Dans le cas particulier ou` l’image de l’application q est incluse dans l’ouvert
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dense des formes quadratiques de rang maximal, c’est-a`-dire lorsque les formes qua-
dratiques sont en chaque point de M non de´ge´ne´re´es, notre structure ge´ome´trique
est l’analogue complexe d’une me´trique riemannienne. Nous conviendrons d’appeler
cette structure me´trique riemannienne holomorphe, comme dans [56, 57].
Une me´trique riemannienne holomorphe est une O(n,C)-structure. De manie`re
analogue aux me´triques riemanniennes, une me´trique riemannienne holomorphe ad-
met une unique connexion de Levi-Civita (i.e. il existe une unique connexion affine
holomorphe ∇, sans torsion, compatible avec la me´trique) [56, 57].
• structure conforme holomorphe
Une structure conforme holomorphe sur une varie´te´ complexe M est la donne´e
d’un sous-fibre´ en droites L du fibre´ S2(T ∗M) tel que tout e´le´ment non nul d’une
fibre Lm est une forme quadratique non de´ge´ne´re´e sur l’espace tangent TmM . Une
section locale de L qui ne s’annule pas au-dessus d’un ouvert U de M est une
me´trique holomorphe sur U .
Dans le cas d’une structure conforme, il convient de conside´rer l’espace projectif
sur l’espace vectoriel des formes quadratiques sur Cn et, plus pre´cise´ment, l’ou-
vert dense Z, forme´ par les points qui proviennent des formes quadratiques non
de´ge´ne´re´es.
Cette structure n’est pas de type affine.
• juxtaposition
A partir des structures ge´ome´triques φ1 et φ2, on peut construire leur juxtaposi-
tion (φ1, φ2). Pour pre´ciser cela, conside´rons φ1 : R
r1(M)→ Z1 et φ2 : Rr2(M)→ Z2
deux structures d’ordre r1 et r2 respectivement et supposons que r1 ≤ r2.
Alors (φ1, φ2) : R
r2(M)→ Z1×Z2 est une structure ge´ome´trique d’ordre r2. Cette
application sera e´quivariante pour l’action diagonale de Dr2 sur Z1 × Z2. L’action
de Dr2 sur Z1 transite par la projection canonique D
r2 → Dr1 .
• tenseur holomorphe
Par de´finition, un tenseur holomorphe de type (p, q) sur la varie´te´ complexe M ,
de dimension n est une section holomorphe du fibre´ vectoriel TMp⊗(TM∗)⊗q. Les
champs de vecteurs holomorphes et les me´triques holomorphes sont des exemples de
tenseurs holomorphes.
Un tenseur holomorphe est une structure ge´ome´trique d’ordre 1 dont le type est
l’espace vectoriel Cn⊗p⊗(Cn∗)⊗q. L’action de GL(n,C) sur Cn⊗p⊗(Cn∗)⊗q est celle
induite par l’action canonique sur Cn.
• connexion affine holomorphe
Une connexion affine holomorphe sur une varie´te´ complexe de dimension n s’ex-
prime dans une carte locale par n3 fonctions holomorphes a` valeurs dans C : les
coefficients de Christoffel Γkij. Le type de cette structure est l’ensemble des 0-jets de
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germes de connexion sur Cn :
Z = {Γkij(0)|1 ≤ i, j, k ≤ n} ' Cn
3
.
L’image d’un germe de connexion en 0 par le germe d’un biholomorphisme local de
Cn qui pre´serve 0 est un autre germe de connexion en 0 dont le 0-jet ne de´pend que
du 0-jet de la connexion de de´part et du 2-jet en 0 du biholomorphisme de transport.
Ceci fournit une action alge´brique de D2(Cn) sur Z.
Une connexion affine holomorphe est donc une application holomorphe de R2(M)
dans Z, e´quivariante sous l’action de D2(Cn). C’est une structure ge´ome´trique
d’ordre 2.
Ge´ome´triquement, une connexion affine peut eˆtre vue comme un champ de plans
horizontaux de dimension n, dans le fibre´ tangent a` la varie´te´ (ou comme un champ
de plans horizontaux de dimension n et GL(n,C)-invariant sur R1(M)).
Une connexion affine est dite sans torsion si les coefficients de Christoffel ve´rifient
la relation Γkij = Γ
k
ji). Dans ce cas le champ de plans est donne´ par une section de
la fibration R2(M) → R1(M). Il s’agit d’une re´duction du groupe structural du
fibre´ R2(M) a` GL(n,C), autrement dit nous avons une application e´quivariante
de R2(M) dans le quotient D2(C)/GL(n,C). Une connexion affine sans torsion est
donc une G-structure d’ordre 2 dont le groupe est GL(n,C), vu comme sous-groupe
alge´brique de D2(Cn).
Les connexions projectives holomorphes, les structures de contact holomorphes et
les structures projectives holomorphes sont d’autres exemples de structures ge´ome´triques
holomorphes.
• prolongement
Le s-jet (ou la s-prolongation) d’une structure ge´ome´trique g : Rr(M)→ Z sera
une structure ge´ome´trique d’ordre (r + s) de la forme
g(s) : Rr+s(M)→ Js,n(Z).
Il faut encore de´crire en de´tail l’action de Dr+s sur Js,nZ. Pre´cisons d’abord que
dans le cas ou` Z est un espace vectoriel V , alors Js,n(V ) = V ⊕(Cn)∗⊗V ⊕S2(Cn)∗⊗
V ⊕ . . . ⊕ Ss(Cn)∗ ⊗ V , ou` Sk(Cn) de´signe les polynoˆmes syme´triques homoge`nes
de degre´ k sur Cn.
Faisons quelques remarques pre´liminaires :
(i) Si α : Z1 × Z2 → Z3 est une application holomorphe, alors elle induit une
application Js,n(Z1) × Js,n(Z2) → Js,n(Z3) de´finie de la manie`re suivante. Si j1 est
le s-jet en 0 d’une application holomorphe f : Cn → Z1 et j2 est le s-jet en 0 d’une
application g : Cn → Z2, alors notre application est celle qui envoie (j1, j2) sur le
s-jet en 0 de l’application holomorphe α(f, g).
(ii) En particulier, si D est un groupe de Lie complexe, alors Js,n(D) est un groupe
de Lie complexe et l’inverse de l’e´le´ment j1 qui est le s-jet en 0 de f : C
n → D sera
le s-jet de l’application f−1.
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(iii) Si D agit holomorphiquement sur Z, alors Js,n(D) agit holomorphiquement
sur Js,n(Z). En particulier, Js,n(Dr) agit holomorphiquement sur Js,n(Z).
(iv) Rappelons l’action canonique de Ds sur Js,n(Z) qui pre´serve l’ouvert Rs(Z)
dans le cas ou` n est la dimension de Z.
Nous sommes en mesure a` pre´sent d’expliciter l’action de Dr+s sur Js,n(Z).
Conside´rons une carte locale u : U ⊂ Cn → V ⊂ M centre´e en 0 et telle que
u(0) = m ∈ V . Cette carte permet de trivialiser le fibre´ principal Rr(M) au-dessus
de l’ouvert V . En effet, le r-jet de u en un point x ∈ U , de´fini comme jrxu = jr0(u◦θx),
ou` θx est la translation de vecteur x, fournit une section de R
r(M) au-dessus de V .
On conside´re le s-jet de g dans cette carte. Plus pre´cise´ment, on conside´re js0(g ◦
jrxu). Il s’agit du s-jet en 0 d’une application holomorphe de´finie sur U et a` valeurs
dans Z. Ce s-jet ne de´pend que du r + s-jet en 0 de la carte u.
Pour comprendre l’action de Dr+s sur Js,n(Z), changeons la carte u en u ◦ f , ou`
f est un biholomorphisme local de Cn qui fixe 0 et notons h = jr+s0 (f) ∈ Dr+s.
La section locale trivialisante de Rr(M) change par la multiplication avec la
fonction holomorphe f¯ r : U → Dr qui a` un point x ∈ U associe jr0(θ−x ◦ f ◦ θf−1(x)),
ou` θx de´signe la translation de vecteur x.
Il s’agit par conse´quent de conside´rer le s-jet en 0 de f¯ r. On obtient un e´le´ment
de Js,n(Dr). Ceci de´finit bien un morphisme de groupes Dr+s → Js,n(Dr) : celui qui
associe a` l’e´le´ment h, le s-jet a(h) = js0(f¯
r).
L’action de Dr+s sur Js,n(Z) se fera via le morphisme Dr+s → Ds n Js,n(Dr)
de´fini par h → (h¯, a(h)), ou` h¯ est le s-jet sous-jacent. Rappelons que la loi de
produit semi-direct sur Ds n Js,n(Dr) est induite par l’action canonique de Ds sur
Js,n(Dr).
L’action d’un e´le´ment (h¯, a(h)) ∈ Ds n Js,n(Dr) sur Js,n(Z) est donne´e par :
(h¯, a(h)) · v = a(h) · (vh¯−1),
ou` v ∈ Js,n(Z) et a(h) agit sur Js,n(Z) via l’action canonique de Js,n(Dr) sur Js,n(Z).
• structure symplectique holomorphe
Une structure symplectique holomorphe sur une varie´te´ complexe M est une 2-
forme diffe´rentielle holomorphe ferme´e, non de´ge´ne´re´e en tout point. Une varie´te´
qui porte une structure symplectique holomorphe est ne´cessairement de dimension
paire et son fibre´ canonique est trivial. Par exemple le fibre´ cotangent d’une varie´te´
complexe admet toujours une structure symplectique canonique. Les tores et les
surfaces K3 sont des exemples de varie´te´s complexes symplectiques compactes.
Une 2-forme diffe´rentielle holomorphe non de´ge´ne´re´e est une structure tensorielle,
donc d’ordre 1.
Le type Z de cette structure est la varie´te´ alge´brique (quasiprojective) qui est
l’orbite des 2-formes diffe´rentielles non de´ge´ne´re´es de l’espace vectoriel Λ = Λ2(Cn)∗
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sous l’action de GL(n,C). Notons φ cette structure.
La condition de fermeture est une condition alge´brique qui porte sur le 1-jet de
la forme diffe´rentielle. Conside´rons φ(1) le 1-jet de la structure φ. Il s’agit d’une
structure d’ordre 2 et de type V = Λ⊕ (Cn)∗ ⊗ Λ.
La condition de fermeture s’exprime par l’inclusion de l’image de φ(1) dans la
sous-varie´te´ de V de´finie par les couples (ω, ν) ∈ Λ⊕ (Cn)∗ ⊗ Λ, tels que
ν(u1, u2) · u3 + ν(u2, u3) · u1 + ν(u3, u1) · u2 = 0,
pour tous les vecteurs ui ∈ Cn et ou` l’on note ·ui la de´rive´e directionnelle dans
la direction ui.
• structure affine complexe
Une varie´te´ complexe admet une structure affine complexe si elle peut eˆtre recou-
verte par un syste`me des cartes compatibles avec la structure complexe par rapport
auxquelles toutes les applications de changement de carte sont des transformations
affines.
La version infinite´simale de cette structure est une connexion affine holomorphe.
Un the´ore`me d’Elie Cartan affirme qu’une connexion affine, sans torsion, dont le
tenseur de courbure est nul en chaque point, est la meˆme donne´e qu’une structure
affine complexe [38].
Au niveau des coefficients de Christoffel, ces relations se traduisent par les e´quations
aux de´rive´es partielles suivantes :
Γkij = Γ
k
ji
∂Γljk
∂xi
− ∂Γ
l
ik
∂xj
=
∑
l′
(Γlik · Γl
′
jl + Γ
l
jk · Γl
′
il).
La condition sur la courbure met en jeu les de´rive´es partielles des coefficients de
Christoffel. Il s’agit d’une e´quation alge´brique dans l’espace des 1-jets des coefficients
de Christoffel.
Conside´rons l’espace vectoriel des 1-jets en 0 de germes de connexions affines
holomorphes sur Cn. Un e´le´ment de Z est la donne´e des valeurs des coefficients
de Christoffel en 0, ainsi que de leurs de´rive´es directionnelles. Si on transporte un
germe de connexion affine en 0 par un biholomorphisme qui fixe le 0, le 1-jet en 0
de la nouvelle connexion ne de´pend que du 1-jet en 0 de la connexion initiale et du
3-jet en 0 du biholomorphisme en question. De plus cette de´pendance est alge´brique
et munit la varie´te´ affine Z d’une action alge´brique de D3(Cn) qui laisse stable la
sous-varie´te´ affine lisse Z
′
donne´e par les deux e´quations ci-dessus.
En re´sume´, une structure affine est une structure ge´ome´trique d’ordre 3 de la
forme φ(1), ou` φ est une connexion affine holomorphe et φ(1) est telle que Imφ(1) ⊂ Z ′ .
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3.4 Isome´tries locales. Rigidite´
Soit g : Rr(M) → Z une structure ge´ome´trique d’ordre r. Rappelons que tout
biholomorphisme local de M dans N se rele`ve naturellement en une application de
Rr(M) dans Rr(N).
De´finition 3.3 Un biholomorphisme local f entre deux ouverts de U et V de M
est une isome´trie locale si son releve´ f¯ : Rr(U) → Rr(V ) respecte les fibres de g,
autrement dit g ◦ f¯ = g.
Il existe une isome´trie locale qui envoie x ∈ U sur y ∈ V si et seulement s’il
existe des coordonne´es locales au voisinage de x et au voisinage de y dans lesquelles
g admet la meˆme expression locale (est donne´e par les meˆmes fonctions locales).
On notera Isloc le pseudo-groupe des isome´tries locales de g et Islocx,y l’ensemble
des isome´tries locales qui envoient x sur y. Si Isloc agit transitivement sur un ouvert
de M on dira que g est localement homoge`ne sur cet ouvert.
Isome´tries infinite´simales
De´finition 3.4 On appelle (r+k)-jet isome´trique de g (ou isome´trie infinite´simale
d’ordre r + k), le (r + k)-jet en un point de M d’un biholomorphisme local f de
M tel que g(k) ◦ f¯ = g(k), ou` g(k) est le k-jet de g et f¯ est le rele`vement de f a` un
biholomorphisme local de Rr+k(M).
Ceci ne de´pend pas du biholomorphisme f , mais seulement de son (r + k)-jet au
point de M conside´re´.
Remarquons que l’ensemble Is(r+k) des (r + k)-jets isome´triques est un pseudo-
groupe. Le sous-ensemble Is
(r+k)
x,y forme´ par les (r+k)-jets isome´triques qui envoient
x ∈ M sur y ∈ M est non vide si et seulement s’il existe des coordonne´es locales
centre´es en x et y dans lesquelles g admet le meˆme k-jet.
Remarquons que Isr agit transitivement sur M si et seulement si g est une G-
structure (autrement dit, l’image de g est une Dr-orbite de Z). Plus ge´ne´ralement,
Is(r+k) agit transitivement sur M si g(k) est une G-structure. Dans ce cas on dira
que g est localement homoge`ne a` l’ordre k.
De´finition 3.5 Une structure ge´ome´trique g d’ordre r sur M est dite rigide a` l’ordre
r1 = r+ k si la projection naturelle Is
r1+1
x,x → Isr1x,x est injective quelque soit x ∈M .
Ceci signifie qu’un jet isome´trique d’ordre r1 + 1 est entie`rement de´termine´ par
sa partie d’ordre r1.
Traitons maintenant quelques exemples :
Exemple 1 : Une application holomorphe g : M → Z est une structure ge´ome´trique
d’ordre 0 qui est rigide a` l’ordre 0 si et seulement si g est une immersion.
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En effet, g est rigide si et seulement si la projection naturelle Is1x,x → Is0x,x est
injective. Un e´le´ment de Is1x,x est de la forme (x, x, l), ou` l ∈ GL(TxM) est tel que
dg(x)◦l = dg(x). Cette relation implique l = Id si et seulement si dg(x) est injective.
Exemple 2 : Une me´trique riemannienne holomorphe g est rigide a` l’ordre 1.
Montrons donc que l’application Is2x,x → Is1x,x est un morphisme de groupe in-
jectif.
En coordonne´es locales au voisinage de x, on a que f ∈ Is1x,x, si et seulement si∑
i,j
gij(f(x))
∂fi
∂xk
∂fj
∂xl
= gkl(x),
quels que soient 1 ≤ i ≤ j ≤ n et 1 ≤ k ≤ l ≤ n.
En conside´rant les de´rive´es secondes par rapport a` la coordonne´e xs on obtient :
∑
i,j,r
∂gij
∂xr
(f(x))
∂fr
∂xs
∂fi
∂xk
∂fj
∂xl
+
∑
i,j
gij(f(x))
∂2fi
∂xs∂xk
∂fj
∂xl
+
∑
i,j
gij(f(x))
∂fi
∂xk
∂2fj
∂xs∂xl
=
∂gkl
∂xs
(x).
Rappelons qu’en coordonne´es exponentielles au voisinage de x, la matrice [(gij(x)]
vaut l’identite´ et toutes les de´rive´es partielles d’ordre un des fonctions gij sont nulles
en x (le 1-jet de g est trivial).
Donc, en coordonne´es exponentielles seules les relations ou` i = j sont non tri-
viales :
∑
i
∂2fi
∂xs∂xk
∂fi
∂xl
+
∂fi
∂xk
∂2fi
∂xs∂xk
= 0.
Montrons que le seul e´le´ment de Is2x,x qui se projete sur l’identite´ est identite´.
Supposons donc que
∂fi
∂xj
= δij.
Les relations pre´ce´dentes sont alors non triviales si et seulement si i = j = l, ou
i = j = k.
Il vient alors
∂2fl
∂xs∂xk
+
∂2fk
∂xs∂xl
= 0,
quels que soient k, l, s.
Ceci donne
∂2fl
∂xs∂xk
= − ∂
2fk
∂xs∂xl
= − ∂
2fk
∂xl∂xs
=
∂2fs
∂xl∂xk
= − ∂
2fl
∂xs∂xk
.
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Le 2-jet de f est donc trivial.
De manie`re similaire on a :
Exemple 3 : Un paralle´lisme holomorphe est rigide a` l’ordre 1.
Exemple 4 : Une connexion holomorphe ∇ est rigide a` l’ordre 2.
Bien suˆr on a la
Proposition 3.6 Si g est rigide a` l’ordre r+ k, elle sera e´galement rigide a` l’ordre
(r + k + 1).
Pour la preuve, nous renvoyons a` [15, 26].
On peut alors conclure au corollaire suivant :
Corollaire 3.7 Si g1 est une structure ge´ome´trique holomorphe d’ordre r1 et g2
est une structure ge´ome´trique holomorphe d’ordre r2 rigide a` l’ordre r
′
2 ≥ r2, alors
(g1, g2) est une structure ge´ome´trique holomorphe d’ordre max(r1, r2), rigide a` l’ordre
max(r1, r
′
2).
De´monstration Isk(g1, g2) s’injecte dans Is
k(g2), de`s que k ≥ max(r1, r2). Or,
Isk+1(g2) → Isk(g2) est injective, si k ≥ r′2. Ceci implique que Isk+1(g1, g2) →
Isk(g1, g2) est injective, de`s que k ≥ max(r1, r′2). 2.
Nous avons e´galement le :
Corollaire 3.8 Si g est une structure ge´ome´trique holomorphe rigide, il existe un
entier s(x) (qui de´pend de x) tel que la projection canonique Iss+1x,x → Issx,x est un
isomorphisme de`s que s ≥ s(x).
De´monstration La rigidite´ et la proposition 3.6 assurent que l’on peut regarder
Iss+1x,x comme un sous-groupe de Is
s
x,x pourvu que s soit suffisamment grand. On
obtient ainsi une suite de´croissante de sous-groupes alge`briques de Issx,x qui doit
stabiliser. 2.
Remarquons que le corollaire pre´ce´dent montre aussi que Iss+1x,y → Issx,y sera une
bijection, de`s que s ≥ s(x). En effet, si l’on fixe f ∈ Issx,y, l’application h→ f ◦ h−1
de´finit une action simple et transitive de Issx,x sur Is
s
x,y. De`s que Is
s
x,y est non trivial,
il est en bijection avec Issx,x.
Le the´ore`me suivant duˆ a` Gromov [35, 3] montre que l’entier s ne de´pend pas du
point x :
The´ore`me 3.9 Soit M une varie´te´ complexe compacte munie d’une structure ge´ome´trique
holomorphe rigide g. Alors il existe un entier s tel que tout e´le´ment de Iss se pro-
longe en unique isome´trie locale de g.
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Nous allons donner la preuve seulement dans le cas ou` g est une me´trique rieman-
nienne holomorphe q sur M . Dans ce cas, la pre´sence de la me´trique riemannienne
holomorphe nous permet de conside´rer des cartes exponentielles (dans lesquelles le
1-jet de la me´trique est celui de la me´trique plate standard dz21 + . . .+ dz
2
n).
Une carte exponentielle centre´e en m ∈ M est comple´tement de´termine´e par
une base de TmM . L’ensemble des cartes exponentielles s’indentifie donc a` R
1(M).
Conside´rer le k-jet de q dans ces cartes permet de voir le k-jet de q comme une
application (e´quivariante) de´finie non pas sur Rk+1(M) mais directement sur R1(M).
Passons a` la preuve (qui est directement inspire´e de [2, 3]).
De´monstration Nous conside´rons donc une varie´te´ complexe compacte M de
dimension n, munie d’une me´trique holomorphe q.
Nous construisons le fibre´ F → M ×M qui a comme fibre au-dessus du couple
(m1,m2) ∈ M ×M l’ensemble des isome´tries line´aires de Tm1M dans Tm2M . Un
e´le´ment l ∈ F(m1,m2) de´termine un biholomorphisme local qui envoie m1 sur m2 et
dont l’expression en coordonne´es exponentielles est donne´e par l’isome´trie line´aire l.
Notons Fk, le sous-ensemble de F forme´ par les applications line´aires qui donnent
naissance a` des biholomorphismes dont le k-jet est un k-jet isome´trique de q. Nous
avons une filtration Fk+1 ⊂ Fk. L’ensemble F∞ = ∩Fk est constitue´ des 1-jets qui
engendrent des isome´tries locales. Notre but est de montrer que pour k suffisamment
grand Fk = F∞.
Nous allons utiliser le fait que sur une varie´te´ complexe compacte toute suite
de´croissante des sous-ensembles analytiques stabilise [58].
Pour cela, nous commenc¸ons par compactifier le fibre´ F . Dans chaque espace tan-
gent de M×M nous conside´rons l’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
n totalement isotropes pour la me´trique q⊕(−q). Le fibre´ F s’injecte dans le nouveau
fibre´ F par l’application qui associe a` une isome´trie line´aire de Tm1M dans Tm2M
son graphe vu comme sous-espace vectoriel q ⊕ (−q)-isotrope de T(m1,m2)(M ×M).
Par l’application exponentielle de la varie´te´ M × M , un sous-espace vectoriel
de T(m1,m2)(M × M) engendre un germe de sous-varie´te´ analytique en (m1,m2)
de M ×M . L’image du graphe d’une isome´trie line´aire par cette application sera
le graphe du biholomorphisme engendre´ vu comme sous-ensemble de M × M . Si
le biholomorphisme en question s’ave`re eˆtre une isome´trie locale de M , alors son
graphe est totalement isotrope pour la me´trique q ⊕ (−q).
Nous de´signons par F k les e´le´ments de F qui engendrent une sous-varie´te´ analy-
tique de M ×M sur laquelle la me´trique q⊕ (−q) s’annule a` l’ordre k au point base.
Nous avons l’inclusion Fk ⊂ F k.
Prouvons que F k est un sous-ensemble analytique compact de F . Conside´rons
pour cela un point l ∈ F (m1,m2) et soit Jkl l’espace vectoriel des k-jets en (m1,m2) de
diffe´rentielles quadratiques de´finies sur le germe de sous-varie´te´ de M×M engendre´e
par l. L’union
⋃
l J
k
l
a une structure de fibre´ vectoriel holomorphe au-dessus de F .
Ce fibre´ admet une section holomorphe tautologique j, celle qui a` chaque point l
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associe le k-jet en (m1,m2) de q⊕(−q) restreinte au germe de sous-varie´te´ engendre´e
par l. Bien suˆr, j s’annule exactement sur Fk.
Aussi F k \ Fk est un sous-ensemble analytique compact de F k car il correspond
aux sous-espaces de dimension n de T (M×M) qui ne se projetent pas injectivement
sur le premier facteur. On a l’inclusion e´vidente F k+1 \ Fk+1 ⊂ F k \ Fk.
On conclut d’abord que, pour k suffisamment grand, F k = F k+1 = F∞. On
applique la meˆme proprie´te´ de stabilite´ des sous-ensembles analytiques pour en
de´duire que F k \ Fk = F k+1 \ Fk+1, pour k assez grand.
Par conse´quent, Fk = F∞ de`s que k est assez grand ; ces k-jets isome´triques
s’inte`grent en isome´tries locales (car ils pre´servent q a` tous les ordres). Bien suˆr,
l’ensemble Fk peut eˆtre vide, auquel cas il n’y a aucune isome´trie locale. 2.
Le re´sultat pre´ce´dent combine´ avec un the´ore`me de Rosenlicht conduit au re´sultat
suivant (qui est la version holomorphe d’un the´ore`me de Gromov) :
The´ore`me 3.10 Soit M une varie´te´ complexe compacte munie d’une structure
ge´ome´trique holomorphe rigide φ. Alors :
(i) il existe un sous-ensemble analytique compact S de codimension strictement
positive dans M tel que M \ S est Isloc-invariant et les orbites de Isloc dans M \ S
sont les fibres d’une application holomorphe de rang constant.
(ii) Les fonctions me´romorphes de M constantes sur les fibres de la fibration
pre´ce´dente se´parent les fibres distinctes. En particulier, les fibres de cette fibration
sont de dimension ≥ n− a(M), ou` a(M) est la dimension alge´brique de M .
Rappelons que la dimension alge´brique de M est le nombre maximal de fonc-
tions me´romorphes alge´briquement inde´pendantes sur M . Si a(M) = 0, le re´sultat
pre´ce´dent affirme que φ est localement homoge`ne sur un ouvert dense.
Le the´ore`me pre´ce´dent est encore valable pour des structures ge´ome´triques me´romorphes
rigides sur un ouvert dense [17].
De´monstration Supposons que φ est d’ordre r et de type Z. Comme φ est rigide,
d’apre`s le the´ore`me 3.9, il existe un entier positif s tel que les orbites du pseudo-
groupe des s + r-jets isome´triques et les orbites du pseudogroupe des isome´tries
locales co¨ıncident.
Nous conside´rons le s-jet de la structure φ, donne´ par l’application
φ(s) : Rs+r(M)→ Js,n(Z).
C’est une application e´quivariante sous l’action du groupe Ds+r.
Le the´ore`me de Rosenlicht [72] affirme qu’il existe une stratificationDs+r-invariante
Js,n(Z) = Z0 ⊃ . . . ⊃ Zl,
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avec la proprie´te´ que Zi+1 est un ferme´ de Zariski de Zi et que les fonctions ration-
nelles Ds+r-invariantes se´parent les orbites de Zi \ Zi+1.
L’ouvert dense invariant U = M \ S sur lequel les orbites du pseudogroupe Isloc
sont les fibres d’une fibration est construit de sorte que dφ(s) soit de rang constant
sur Rs+r(M)|U , l’image de Rs+r(M)|U , par φ(s) tombe dans un Zi \Zi+1, tandis que
l’image de Rs+r(M) est incluse dans Zi.
Supposons que les fibres de notre fibration sont de dimension complexe p.
Conside´rons une petite boule D, de dimension complexe n−p, centre´e en un point
de U et transverse aux orbites de Isloc. Deux points m,m′ de ce disque s’envoient
par φ(s) sur des orbites diffe´rentes de Zi \Zi+1. Il existe donc une fraction rationnelle
invariante F , sur Zi, qui se´pare ces deux orbites de Zi\Zi+1. La fonction me´romorphe
F ◦φ(s) descend en une fonction me´romorphe sur M qui prend des valeurs distinctes
et bien de´finies aux points m et m′.
Les fonctions me´romorphes sur M se´parent donc les points de la boule D. Cela
montre que le corps des fonctions me´romorphes sur M contient au moins n − p
e´le´ments alge´briquement inde´pendants. 2.
Pre´cisons que, dans le cas d’une structure ge´ome´trique rigide, Isloc est un pseudo-
groupe de Lie de dimension finie. Son alge`bre de Lie est donc de dimension finie. Elle
est constitue´e par les champs de Killing, autrement dit par les champs de vecteurs
(holomorphes si la structure ge´ome´trique est holomorphe) dont les flots pre´servent
la structure ge´ome´trique. Une structure ge´ome´trique rigide est localement homoge`ne
sur un ouvert si et seulement si son alge`bre de champs de Killing agit transitivement
sur cet ouvert.
Un exemple ou` a(M) = 0 et l’ouvert localement homoge`ne de M ne co¨ıncide pas
avec M est le suivant (je remercie Benjamin McKay pour cet exemple). Conside´rons
le quotient de C2 \{0} par le groupe engendre´ par la contraction line´aire T (z1, z2) =
(1
2
z1,
1
3
z2). Ce quotient est une surface de Hopf de dimension alge´brique nulle dont
les seules courbes sont les deux courbes elliptiques S obtenues comme projections
des axes{z1 = 0} et {z2 = 0} [5].
La surface de Hopf M he´rite la structure affine de C2, ainsi que des champs de
vecteurs X1 = z1
∂
∂z1
et X2 = z2
∂
∂z2
(graˆce a` la T -invariance). De´signons par φ la
structure ge´ome´trique holomorphe rigide forme´e par la juxtaposition de la structure
affine avec les champs de vecteurs X1 et X2.
L’ouvert dense de M localement homoge`ne est M \ S, projection de C2 prive´
des axes. En effet, le groupe de dimension deux forme´ par les matrices diagonales
inversibles agit transitivement sur C2 prive´ des axes et pre´serve la pre´image φ˜ de φ
sur C2 \ {0}. Par ailleurs, comme X1 ou X2 s’annulent sur S, l’ouvert localement
homoge`ne maximal de M est exactement M \ S.
Ne´anmoins nous prouvons ici le
The´ore`me 3.11 Sur les surfaces d’Inoue, toutes les structures ge´ome´triques holo-
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morphes sont localement homoge`nes.
Rappelons que les surfaces d’Inoue ont dimension alge´brique nulle et posse`dent
des structures affines holomorphes [42, 5].
De´monstration
Conside´rons une structure ge´ome´trique holomorphe τ sur une surface d’Inoue S.
Soit ∇0 la connexion affine holomorphe sans torsion et plate sur S associe´e a` la
structure affine. Nous de´montrons que la structure ge´ome´trique (τ,∇0) qui consiste
en la juxtaposition de τ et de∇0 est localement homoge`ne. Autrement dit, le pseudo-
groupe des isome´tries locales de ∇0 qui pre´servent τ agit transitivement sur S.
L’avantage de ce proce´de´ est de travailler avec la structure ge´ome´trique (τ,∇0), qui
est rigide.
Par le the´ore`me 3.10, les structures ge´ome´triques holomorphes rigides sur les
varie´te´s complexes compactes de dimension alge´brique nulle sont localement ho-
moge`nes en dehors d’un sous-ensemble analytique compact d’inte´rieur vide (even-
tuellement vide). Il vient que (τ,∇0) est localement homoge`ne sur S prive´ d’un
sous-ensemble analytique compact d’inte´rieur vide E.
Nous allons de´montrer que l’ensemble E est vide.
Montrons d’abord que, eventuellement a` reveˆtement double non ramifie´ pre`s, E
est lisse (ceci est automatique si S est constitue´ d’un nombre fini de points, mais S
peut e´galement admettre des composantes de dimension complexe un).
Supposons par l’absurde que E n’est pas une sous-varie´te´ lisse de S.
Comme le pseudo-groupe des isome´tries locales de (τ,∇0) pre´serve E, il vient que
ce pseudo-groupe laisse invariant l’ensemble des points singuliers de E.
Conside´rons p ∈ E un point singulier de E. En particulier, p n’est pas isole´ dans
E. Mais p est isole´ parmi les points singuliers de E et, par conse´quent, p est un
point isole´ dans son orbite sous l’action du pseudo-groupe des isome´tries locales. Il
de´coule que chaque champ de Killing local s’annule en p.
Notons G l’alge`bre des germes de champs de Killing au voisinage de p. Comme G
agit transitivement sur un ouvert, elle est de dimension au moins 2.
L’action de G pre´serve ∇ et se line´arise donc en coordonne´es exponentielles au
voisinage du point fixe p. La line´arisation plonge G dans l’alge`bre de Lie de GL(2,C).
En particulier, G est de dimension au plus 4.
Si G est de dimension 2, les sous-groupes deGL(2,C) correspondants sont conjugue´s
au groupe des matrices diagonales, ou bien a` l’un des groupes suivants :
-
(
a b
0 a−1
)
, avec a ∈ C∗ et b ∈ C ;
-
(
1 m
0 n
)
, avec m ∈ C et n ∈ C∗ ;
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-(
m′ n′
0 1
)
, avec m′ ∈ C∗ et n′ ∈ C.
Dans le premier cas, le ferme´ invariant E s’identifie via l’application exponentielle
a` la reunion des deux droites propres, tandis que dans les deux derniers cas E
s’identifie a` la droite invariante y = 0. Dans les trois situations, E est lisse (quitte a`
conside´rer un reveˆtement double non ramifie´ de S).
Re´glons maintenant le cas ou` G est de dimension 3 ou 4. Dans ce cas G engendre
un sous-groupe de GL(2,C) conjugue´ au bien a` SL(2,C), ou bien a` GL(2,C) ou bien
au groupe des matrices inversibles triangulaires supe´rieures. Dans les deux premiers
cas, il n’y a pas de ferme´ invariant autre que le point p, qui doit par conse´quent
eˆtre un point isole´ (et donc lisse) de E : absurde. Dans le dernier cas E s’identifie
comme avant a` l’unique droite invariante par les matrices triangulaires supe´rieures
et est donc lisse.
On vient de montrer que (a` reveˆtement double pre`s) E est une sous-varie´te´ ho-
lomorphe de S. Si E admet des composantes de dimension complexe un, alors ces
composantes sont une reunion de courbes ferme´es (lisses). Or, les surfaces de Inoue
ne contiennent aucune courbe ferme´e (lisse) [42].
Il vient que E est compose´ d’un nombre fini de points. Supposons par l’absurde
que E est non vide et conside´rons p ∈ E. On vient de montrer que l’alge`bre de Lie G
est ne´cessairement isomorphe a` SL(2,C) ou bien a` GL(2,C). En effet, dans tous les
autres cas il existe au voisinage de p des droites invariantes et donc E ne se re´duit
pas a` un nombre fini de points.
Traitons d’abord le cas ou` G est l’alge`bre de Lie sl(2,C) de SL(2,C). L’action
line´aire de G sur TpS e´tant fide`le, elle s’identifie ne´cessairement a` l’action canonique
de sl(2,C) sur C2. Cette action a deux orbites : le point origine p et C2 \ {p}. Le
stabilisateur H d’un e´le´ment de C2\{p} sous l’action correspondante de SL(2,C) est
un sous-groupe a` un parame`tre conjugue´ dans SL(2,C) a` un sous-groupe unipotent
de la forme
(
1 b
0 1
)
, avec b ∈ C.
Remarquons que G/H posse`de un champ de vecteurs holomorphe G-invariant qui
s’exprime sur C2 \ {p} sous la forme z1 ∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
.
Comme l’ouvert S \E est localement modele´ sur (G,G/H), il he´rite d’un champ
de vecteurs holomorphe X. Le principe de prolongement de Hartog implique que
le champ de vecteurs X se prolonge a` S. Par construction, X est G-invariant sur
S prive´ de E et, par analyticite´, X doit eˆtre invariant partout. Ceci implique que
X s’annule au point p car l’action de l’isotropie SL(2,C) en p ne pre´serve aucun
vecteur non nul de TpS ' C2. La contradiction recherche´e vient du fait que les
surfaces d’Inoue ne supportent aucun champ de vecteurs non trivial qui s’annule en
au moins un point [42].
On peut e´galement conclure en de´montrant directement que les surfaces d’Inoue
n’admettent aucun feuilletage singulier F avec toutes les singularite´es locales de la
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forme z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
. En effet, le the´ore`me de Hartog permet de prolonger le fibre´
tangent TF en un fibre´ holomorphe en droites sur S (qui n’est pas un sous-fibre´
de TS a` cause des singularite´s) [33] et, comme les classes de Chern d’une surface
d’Inoue sont nulles [5], les formules de Baum-Bott [34] donnent k = 4k = c21(TF),
ou` k est le cardinal de E et c1(TF) est la premie`re classe de Chern du fibre´ TF . Il
vient que k = 0 et l’ensemble E est vide.
La preuve est la meˆme quand G est l’alge`bre de Lie de GL(2,C). 2.
The´ore`me 3.12 Toute structure ge´ome´trique holomorphe rigide localement homoge`ne
sur une surface complexe est localement isomorphe a` une structure ge´ome´trique G-
invariante sur un espace homoge`ne de dimension deux G/I.
De´monstration L’alge`bre des champs de Killing G est une alge`bre de Lie de
dimension finie qui agit transitivement sur la surface. Conside´rons la sous-alge`bre
I de G forme´e par tous les champs de Killing qui s’annulent en un point donne´ de
la surface. Pour construire un espace mode`le, conside´rons G l’unique groupe de Lie
connexe et simplement connexe associe´ a` l’alge`bre de Lie G par le the´ore`me de Lie.
Comme I est de codimension re´elle e´gale a` 4 dans G, un re´sultat de Mostow [68]
de´montre que l’image de I par l’application exponentielle de G est un sous-groupe
ferme´ I de G. Notre espace mode`le sera alors l’espace homoge`ne G/I qui he´rite d’une
structure ge´ome´trique holomorphe G-invariante localement isomorphe a` la structure
ge´ome´trique initiale. 2.
The´ore`me 3.13 Toute structure ge´ome´trique holomorphe rigide localement homoge`ne
φ sur une surface complexe est localement isomorphe a` une structure ge´ome´trique in-
variante par translation sur C2 ou sur le groupe Aff(C) des transformations affines
de C.
De´monstration La structure ge´ome´trique φ est localement isomorphe a` une struc-
ture ge´ome´trique G-invariante sur G/I. Par le the´ore`me de Lie de classification des
espaces homoge`nes de dimension deux, G admet un sous-groupe de Lie de dimension
deux (isomorphe donc localement a` C2 ou a` Aff(C)) qui agit avec une orbite ou-
verte [71]. La structure ge´ome´trique φ est alors localement isomorphe a` une structure
ge´ome´trique invariante par translation sur C2 ou sur Aff(C). 2.
4 Re´sultats de classification
4.1 Sur les varie´te´s paralle´lisables
Rappelons que, d’apre`s le the´ore`me de Wang, une varie´te´ complexe compacte
paralle´lisable est un quotient d’un groupe de Lie complexe par un re´seau cocompact.
Nous e´tudions ici les connexions affines holomorphes sur ces varie´te´s.
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D’abord, pour ce qui est des tenseurs, on a la proposition suivante :
Proposition 4.1 Tout tenseur holomorphe sur une varie´te´ paralle´lisable M = G/Γ
provient d’un tenseur holomorphe G-invariant sur G.
De´monstration
Comme le fibre´ tangent a` M est holomorphiquement paralle´lisable, le fibre´ prin-
cipal R1(M) l’est e´galement. En particulier, tout fibre´ vectoriel associe´ est trivial.
De plus, l’image re´ciproque sur G de chacun de ces fibre´s admet des trivialisations
G-invariantes. 2.
Passons maintenant aux connexions affines :
Proposition 4.2 Soit M une varie´te´ complexe compacte paralle´lisable de dimension
n, quotient d’un groupe de Lie complexe connexe G par un re´seau cocompact Γ de
G. Alors :
(i) M admet des connexions affines holomorphes. L’image re´ciproque d’une telle
connexion sur G est une connexion affine holomorphe invariante par translation a`
droite.
(ii) M admet des connexions affines holomorphes plates.
(iii) M admet une connexion affine holomorphe plate sans torsion si et seulement
s’il existe un morphisme injectif d’alge`bres de Lie i : G → gl(n,C) n Cn dont
l’image intersecte trivialement l’isotropie gl(n,C), ou` G est l’alge`bre de Lie de G et
gl(n,C)nCn est l’alge`bre de Lie du groupe affine de Cn.
Corollaire 4.3 Si G est un groupe de Lie complexe semi-simple, alors les varie´te´s
complexes compactes paralle´lisables M = G/Γ n’admettent aucune connexion affine
holomorphe plate sans torsion.
Corollaire 4.4 Si M = G/Γ est une varie´te´ complexe compacte paralle´lisable de
dimension trois, alors M admet une connexion affine holomorphe plate sans torsion
si et seulement si G est re´soluble.
Passons a` la preuve de la proposition 4.2.
De´monstration
(i) Soient X1, . . . , Xn, des champs de vecteurs invariants par translation a` droite
sur G. Toute connexion ∇ invariante par translation a` droite sur G est caracte´rise´e
par des constantes Γkij ∈ C telles que ∇XiXj =
∑
k Γ
k
ijXk. Une telle connexion
descend sur M .
Inversement, si ∇ est une connexion affine holomorphe sur M , les coefficients de
Christoffel Γkij relatifs a` la famille de champs de vecteurs holomorphes sur M dont
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l’image re´ciproque sur G est X1, . . . , Xn, sont des fonctions holomorphes et donc
constantes sur la varie´te´ compacte M .
(ii) Si les constantes Γkij sont toutes nulles, la connexion ∇ est plate. Elle se
rele`ve en une connexion plate bi-invariante sur G. La torsion T (Xi, Xj) = ∇XiXj −
∇XjXi − [Xi, Xj] est nulle si et seulement si G est abe´lien.
(iii) Supposons d’abord que ∇ est une connexion holomorphe plate sans tor-
sion sur G/Γ. Comme ∇ est localement isomorphe a` la connexion standard de Cn,
l’alge`bre de Lie du pseudo-groupe des isomorphismes locaux de ∇ est gl(n,C)nCn.
Par ailleurs, d’apre`s le point (i), il existe dans l’alge`bre de Lie du pseudo-groupe
des isomorphismes locaux de ∇ une copie de G agissant transitivement (et donc
intersectant trivialement l’isotropie gl(n,C)).
Re´ciproquement, si le morphisme i existe, il engendre une action (a` droite) affine
localement libre du reveˆtement universel G˜ de G sur Cn telle que l’orbite de 0 est
ouverte. Ceci munit le groupe de Lie G˜ d’une structure affine complexe invariante
par translation a` droite. Or, M est biholomorphe a` un quotient G˜/Γ˜, ou` Γ˜ est un
re´seau cocompact de G˜. Par conse´quent, M he´rite de la structure affine complexe
G˜-invariante a` droite de G˜. 2.
Nous en de´duisons a` pre´sent le corollaire 4.3.
De´monstration
On appliquera le point (iii) de la proposition 4.2 au groupe G suppose´ semi-simple
complexe et de dimension n.
Conside´rons un morphisme injectif i de l’alge`bre de Lie G de G dans gl(n,C)nCn.
Comme G est semi-simple, la projection p1 ◦ i sur le premier facteur est e´galement
un morphisme injectif (sinon G admettrait un ide´al abe´lien non trivial). Le lemme
classique de Whitehead affirme alors que le premier groupe de cohomologie de (p1 ◦
i)(G) a` coefficients dans la repre´sentation induite par la repre´sentation canonique
de gl(n,C) sur Cn s’annule. Ceci implique que, a` automorphisme interne pre`s, les
seuls morphismes injectifs de G dans gl(n,C)nCn sont a` image dans gl(n,C).
Il reste a` montrer qu’une repre´sentation line´aire de G sur Cn n’admet aucune
orbite ouverte. Conside´rons une telle repre´sentation et soient K1, K2, . . . , Kn des
champs de vecteurs holomorphes sur Cn qui sont les champs fondamentaux de l’ac-
tion de G associe´s a` une base de G.
Comme G est semi-simple, sa repre´sentation sur Cn est a` valeurs dans l’alge`bre
de Lie sl(n,C) du groupe spe´cial line´aire et pre´serve la forme volume holomorphe
vol = dz1 ∧ . . . ∧ dzn sur Cn.
Supposons par l’absurde qu’une telle repre´sentation ait une orbite ouverte non
triviale O. Comme G est unimodulaire, la fonction holomorphe vol(K1, K2, . . . , Kn)
est constante (non nulle) sur O, et donc sur Cn. Ceci contredit le fait que l’action
fixe 0 et donc tous les Ki s’annulent a` l’origine. 2.
Nous en de´duisons le corollaire 4.4.
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De´monstration
On appliquera de nouveau le point (iii) de la proposition 4.2.
Les alge`bres de Lie complexes unimodulaires de dimension trois sont : sl(2,C), C3
et les alge`bres de Lie (re´solubles) heis et sol [45]. Rappelons que les alge`bres heis et
sol sont engendre´es par des ge´ne´rateurs e1, e2, e3, avec les relations de crochet respec-
tivement [e1, e2] = e3, [e1, e3] = [e2, e3] = 0 et [e1, e2] = e2, [e1, e3] = −e3, [e2, e3] = 0.
Le cas de l’alge`bre de Lie semi-simple sl(2,C) vient d’eˆtre traite´.
Bien suˆr C3 agit librement par translation sur C3.
Il reste a` exhiber dans l’alge`bre de Lie du groupe affine de C3 des copies de heis
ou sol qui intersectent trivialement l’isotropie. Soit (f1, f2, f3) la base canonique de
C3. Les e´le´ments e1 = (A, f1), e2 = (0, f2), e3 = (0, f3) ∈ gl(3,C) n C3 engendrent
une alge`bre de Lie isomorphe a` heis ou a` sol selon que A ∈ gl(3,C) ve´rifie Af2 =
f3, Af3 = 0, ou bien Af2 = f2, Af3 = −f3. 2.
Rappelons qu’une connexion affine holomorphe sans torsion ∇ sur une varie´te´
complexe M de dimension n est dite projectivement plate s’il existe un atlas de M a`
valeurs dans des ouverts de P n(C) dont chaque carte redresse les ge´ode´siques de ∇
sur des droites de P n(C) (sans ne´cessairement pre´server le parame`trage). Dans ce
cas les changements de carte sont des transformations projectives et cet atlas munit
M d’une structure projective complexe [38].
Proposition 4.5 Toute varie´te´ complexe compacte paralle´lisable de dimension trois
M = G/Γ admet des connexions affines holomorphes sans torsion projectivement
plates.
De´monstration D’apre`s le corollaire 4.4, il reste a` prouver le re´sultat pour G =
SL(2,C). On commence par construire une structure projective complexe invariante
a` droite sur SL(2,C). Remarquons que P 3(C) est l’espace projectif sur l’espace vec-
toriel des polynoˆmes homoge`nes complexes en deux variables de degre´ 3. L’action
line´aire (par changement line´aire de variable) de SL(2,C) sur cet espace vectoriel
se projectivise et admet dans P 3(C) l’orbite ouverte qui provient des polynoˆmes ho-
moge`nes qui sont produits de trois formes line´aires distinctes (l’action de SL(2,C)
sur P 1(C) est trois fois transitive). Ceci fournit une action projective de SL(2,C)
sur P 3(C) qui posse`de une orbite ouverte. On obtient donc une structure projec-
tive complexe invariante par translation sur SL(2,C). Celle-ci descend bien sur
SL(2,C)/Γ.
Comme le fibre´ canonique de M est trivial, cette structure projective complexe
correspond a` une connexion affine holomorphe sans torsion projectivement plate sur
M (voir [50], formule (3.6), pages 78-79).
Une me´thode plus directe est de conside´rer la connexion (holomorphe sans tor-
sion) standard sur SL(2,C), de´termine´e par ∇xy = 12 [x, y], pour x, y ∈ sl(2,C). On
ve´rifie que celle-ci est projectivement plate (formellement les calculs sont les meˆmes
que pour la sphe`re S3). 2.
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Quotients exotiques de Ghys. En dimension 3, des exemples ine´dits de varie´te´s
complexes compactes e´quipe´es de connexions affines holomorphes et dont le fibre´ tan-
gent n’est pas holomorphiquement trivial ont e´te´ construits dans [29]. Ces exemples
s’obtiennent a` partir de SL(2,C)/Γ par de´formation de la structure complexe selon
le proce´de´ suivant.
D’apre`s [29] il existe des morphismes de groupe u : Γ→ SL(2,C) tels que l’action
a` droite de Γ sur SL(2,C) donne´e par :
(m, γ) ∈ SL(2,C)× Γ→ u(γ−1)mγ ∈ SL(2,C)
est libre et totalement discontinue. Le quotient est une varie´te´ complexe compacte
M(u,Γ) qui, en ge´ne´ral, n’est pas paralle´lisable.
Proposition 4.6 Les varie´te´s M(u,Γ) posse`dent des connexions affines holomorphes
plates et des connexions affines holomorphes sans torsion projectivement plates, mais
aucune connexion affine holomorphe sans torsion plate .
De´monstration
D’apre`s la preuve de la proposition 4.2, SL(2,C) admet une connexion affine
holomorphe plate bi-invariante. Celle-ci descend en une connexion plate sur M(u,Γ).
La connexion standard de SL(2,C) est projectivement plate sans torsion et bi-
invariante : elle descend sur M(u,Γ).
Conside´rons maintenant une connexion affine holomorphe quelconque∇ surM(u,Γ).
La diffe´rence entre ∇ et la connexion standard est un tenseur holomorphe [38]. Il
est prouve´ dans [29] que tout tenseur holomorphe sur M(u,Γ) se rele`ve en un ten-
seur holomorphe sur SL(2,C) invariant par translation a` droite. En particulier,
∇ se rele`ve en une connexion invariante par translation a` droite sur SL(2,C) et
donc l’alge`bre de Lie du pseudo-groupe des isomorphismes locaux de ∇ contient
une copie de sl(2,C) agissant transitivement. On conclut, comme dans la preuve du
corollaire 4.3, que ∇ n’est pas plate sans torsion. 2.
4.2 Sur les varie´te´s Ka¨hle´riennes
Un re´sultat de [43], base´ essentiellement sur la preuve de Yau de la conjecture
de Calabi, classifie les varie´te´s ka¨hle´riennes compactes admettant des connexions af-
fines holomorphes (en particulier, celles qui admettent des me´triques riemanniennes
holomorphes) :
The´ore`me 4.7 (Inoue, Kobayashi, Ochiai) Soit M une varie´te´ ka¨hle´rienne com-
pacte et connexe, munie d’une connexion affine holomorphe ∇. Alors M admet un
reveˆtement fini non ramifie´ qui est un tore complexe et sur lequel l’image re´ciproque
de ∇ est invariante par translations.
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De´monstration La premie`re e´tape de la preuve consiste a` constater que, d’apre`s la
me´thode de Chern-Weil, les classes de Chern de M peuvent se calculer a` partir d’une
connexion affine sur TM [34]. Si l’on effectue ces calculs a` l’aide de la connexion
holomorphe ∇, on trouve un repre´sentant de la p-ie`me classe de Chern qui est
une 2p-forme diffe´rentielle holomorphe. Par ailleurs, le calcul de la meˆme classe de
Chern a` partir de la connexion d’une me´trique hermitienne quelconque fournit un
autre repre´sentant qui est une (p, p)-forme diffe´rentielle ferme´e. Or, dans le contexte
ka¨hle´rien, deux formes diffe´rentielles ferme´es non nulles de type diffe´rent ne sont
jamais cohomologues. Ceci implique l’annulation de toutes les classes de Chern de
M .
Comme M a sa premie`re classe de Chern nulle, la preuve de Yau de la conjecture
de Calabi implique que M admet une me´trique ka¨hle´rienne de courbure de Ricci
nulle. Comme la seconde classe de Chern est e´galement nulle, des formules classiques,
dues a` Berger et Lascoux, impliquent que la courbure scalaire de cette me´trique
ka¨hle´rienne est nulle [43]. Le the´ore`me de Bieberbach [79, 83] implique alors que M
admet un reveˆtement fini qui est un tore. 2.
En mettant ensemble des arguments de [12, 13] et des the´ore`mes de structure pour
les varie´te´s ka¨hle´riennes dont la premie`re classe de Chern est nulle [6], on obtient le
re´sultat suivant :
The´ore`me 4.8 (Bogomolov, Yau) Soit M une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte connexe
dont la premie`re classe de Chern est nulle, munie d’un tenseur holomorphe de type
ge´ne´ral φ. Alors M admet un reveˆtement fini non ramifie´ qui est un tore complexe
et sur lequel l’image re´ciproque de φ est un tenseur invariant par translations.
De´monstration La preuve de Yau de la conjecture de Calabi, implique l’existence
d’une me´trique ka¨hle´rienne Ricci plate sur M . Une formule de type Bochner (due
a` Kobayashi) montre alors que tout tenseur holomorphe sur M est invariant par
le transport paralle`le de cette me´trique [6]. En particulier, φ est une G-structure
holomorphe d’ordre un, pour un sous-groupe fini G de GL(n,C).
Il vient que M admet un reveˆtement fini non ramifie´ muni d’un paralle´lisme
holomorphe et on conclut en appliquant le the´ore`me de Wang. 2.
Dans [21] nous avons obtenu une ge´ne´ralisation des re´sultats pre´ce´dents sous la
forme suivante :
The´ore`me 4.9 Soit M une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte connexe dont la premie`re
classe de Chern est nulle, munie d’une structure ge´ome´trique holomorphe de type
affine φ. Alors φ est localement homoge`ne.
Si, de plus, φ est rigide, alors M admet un reveˆtement fini qui est un tore complexe
et sur lequel l’image re´ciproque de φ est invariante par translations.
De´monstration Le lemme-clef de la preuve (voir dans la suite lemme 4.10) montre
que si φ est non localement homoge`ne, alors il existe sur M un tenseur holomorphe
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non trivial qui s’annule en au moins un point. Ceci est interdit car, par la formule
de Bochner-Kobayashi, le transport paralle`le d’une me´trique ka¨hle´rienne Ricci plate
devrait pre´server ce tenseur [6]. Il vient que φ est localement homoge`ne.
Par ailleurs, une varie´te´ ka¨hle´rienne M de premie`re classe de Chern nulle est
biholomorphe (a` reveˆtement fini pre`s) a` un produit entre un tore complexe T et une
varie´te´ du meˆme type simplement connexe N [6]. On induit sur le facteur simplement
connexe une structure ge´ome´trique holomorphe rigide φ′ de la manie`re suivante.
Comme la varie´te´ M est munie de la structure ge´ome´trique holomorphe rigide φ,
le reveˆtement M˜ = T ×N he´rite d’une structure rigide φ˜. Nous remarquons d’abord
que le fibre´ des r-repe`res Rr(M˜) admet Rr(T )×Rr(N) comme sous-fibre´ principal.
Or Rr(T ) est le produit T × Dr(Ct), ou` t de´signe la dimension complexe du tore
T . Ceci implique que le fibre´ Rr(M˜) contient Rr(N)×T comme sous-fibre´ principal
(le groupe structural admet une reduction au groupe Dr(Cn), ou` n est la dimension
complexe de N). L’espace but e´tant une varie´te´ affine, la restriction de l’application
φ˜ au produit Rr(N)×T se factorise en une application ψ de´finie sur Rr(N). Il s’agit
d’une structure ge´ome´trique holomorphe rigide de type alge´brique affine ψ sur N .
Or, sur les varie´te´s simplement connexes les champs de Killing locaux d’une struc-
ture ge´ome´trique holomorphe rigide se prolongent en des champs de Killing glo-
baux [1, 70, 35]. Choisissons donc un point sur le facteur simplement connexe et des
champs de Killing globaux X1, . . . , Xn qui engendrent l’espace tangent holomorphe
en ce point.
Par la formule de Bochner-Kobayashi, le champ de tenseurs holomorphe X1 ∧
. . . ∧ Xn est invariant par le transport paralle`le d’une me´trique ka¨hle´rienne Ricci
plate et donc partout non nul. Le facteur simplement connexe est donc une varie´te´
paralle´lisable, quotient d’un groupe de Lie complexe simplement connexe G par un
re´seau cocompact Γ. Comme il n’existe pas de groupe de Lie complexe simplement
connexe compact non trivial, il vient que le facteur simplement connexe est trivial.
De plus, le fibre´ des r-repe`res de T e´tant trivial (avec une trivialisation pre´serve´e
par les translations), φ est invariante par translations sur T . 2.
Lemme 4.10 Soit M une varie´te´ complexe qui a la proprie´te´ que tout champ de
tenseurs holomorphe sur M qui s’annule en au moins un point est identiquement
nul. Alors toute structure ge´ome´trique holomorphe de type alge´brique affine sur M
est localement homoge`ne.
De´monstration La preuve se fait par l’absurde. Conside´rons sur M une structure
ge´ome´trique holomorphe d’odre r et de type alge´brique affine φ qui ne soit pas
localement homoge`ne. Par de´finition, φ est une application holomorphe Dr(Cn)-
e´quivariante du fibre´ des r-repe`res Rr(M) dans une Dr(Cn)-varie´te´ affine Z, ou` n
de´signe la dimension complexe de M .
Il est montre´ dans [21] que φ est localement homoge`ne si et seulement si Iss+r
agit transitivement quel que soit s ∈ N. Par conse´quent, il existe un entier s tel
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que l’action de Iss+r n’est pas transitive sur M . Il est e´quivalent de dire que le s-jet
φ(s) : Rs+r(M)→ Js,n(Z) de la structure φ est tel que l’image de φ(s) dans Js,n(Z)
contiennent au moins deux Ds+r-orbites.
Il est le´gitime de remplacer la varie´te´ affine Js,n(Z) par un espace vectoriel V (s)
muni d’une action line´aire alge´brique de Ds+r(Cn) (via un plongement alge´brique
e´quivariant [72]).
Choisissons une orbite X de dimension minimale parmi les orbites incluses dans
l’image Imφs. De´signons par X l’adhe´rence de X dans V (s) et par Imφ(s) l’adhe´rence
de Imφ(s) dans V (s). Il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ car dans ce cas l’adhe´rence dans la
topologie de Zariski co¨ıncide avec l’adhe´rence dans la topologie usuelle (voir [69],
ch. 10).
L’ensemble X est un ferme´ Ds+r-invariant de Imφ(s) tel que X ∩ Imφ(s) 6= ∅,
et Imφ(s) n’est pas inclus dans X. La seule affirmation non triviale est la dernie`re.
Elle est assure´e par le choix de X puisque, d’apre`s un re´sultat fondamental de la
the´orie des actions alge´briques ([40], 8.3), l’ensemble X \X est une union d’orbites
de dimension strictement infe´rieure a` la dimension de X.
Soit I l’ide´al des fonctions re´gulie`res sur Imφ(s) qui s’annulent sur le ferme´ X.
Il existe dans I un sous-espace vectoriel non trivial de dimension finie Ds+r(Cn)-
invariant [40]. Conside´rons (F1, . . . , Fl), une base de cet espace vectoriel et construi-
sons le morphisme re´gulier Ds+r(Cn)-invariant T , donne´ par
T : v ∈ Imφ(s) → (F1(v), . . . , Fl(v)) ∈ Cl.
L’application T s’annule sur X. La composition T ◦ φ(s) fournit une application
holomorphe non triviale Ds+r(Cn)-e´quivariante, du fibre´ Rs+r(M) dans Cl avec la
proprie´te´ que 0 ∈ Im(T ◦ φ(s)).
Montrons a` pre´sent que, quitte a` modifier le´ge`rement l’application T , elle descend
en une application non triviale de´finie sur le fibre´ des 1-repe`res.
Le groupe structural du fibre´ des s + r-repe`res est Ds+r(Cn). Il existe une pro-
jection canonique Ds+r(Cn) → D1(Cn) = GL(n,C) qui associe a` chaque s + r-jet
de biholomorphisme son 1-jet sous-jacent. Le noyau de cette projection est un sous-
groupe distingue´ unipotent H.
Un re´sultat classique de la the´orie des repre´sentations alge´briques des groupes
unipotents ([40], 17.5) assure que l’action de H ⊂ Ds+r(Cn) induit sur l’espace but
Cl de l’application T ◦ φ(s) : Rs+r(M)→ Cl une filtration
Cl = V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vp = {0},
avec la proprie´te´ que H agit trivialement sur les quotients Vi/Vi+1, pour tout i ∈
{1, . . . , p− 1}.
Comme l’image Im(T ◦ φ(s)) de l’application T ◦ φ(s) ne se re´duit pas au point
0, il existe au moins un indice i ∈ {1, . . . , p − 1} pour lequel Im(T ◦ φ(s)) ⊂ Vi
et l’image de l’ensemble Im(T ◦ φ(s)) par la projection pi : Vi → Vi/Vi+1 n’est pas
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re´duite au point 0. Alors l’application pi ◦T ◦φ(s) : Rs+r(M)→ Vi/Vi+1 a une image
non triviale qui contient 0. Comme cette application est Ds+r(Cn)-e´quivariante et
H agit par l’identite´ sur Vi/Vi+1, elle passe au quotient en une application
pi ◦ T ◦ φ(s) : R1(M)→ Vi/Vi+1,
Ds+r(Cn)/H = GL(n,C)-e´quivariante. L’image de pi ◦ T ◦ φ(s) est non triviale et
contient 0.
Comme GL(n,C) est re´ductif, la repre´sentation Vi/Vi+1 est une somme directe
de repre´sentations irre´ductibles. Parmi ces repre´sentations irre´ductibles il existe au
moins une dans laquelle l’image de l’application pi ◦ T ◦ φ(s) est non triviale (et
contient 0). Or, toute repre´sentation irre´ductible de GL(n,C) est facteur direct
d’une repre´sentation (Cn)⊗p⊗((Cn)∗)⊗q. Ceci re´sulte, par exemple, de la description
des repre´sentations irre´ductibles du groupe GL(n,C) [27].
L’application GL(n,C)-e´quivariante de R1(M) dans (Cn)⊗p ⊗ ((Cn)∗)⊗q, est un
champ holomorphe de tenseurs de type (p, q) sur M qui s’annule en au moins un
point sans eˆtre identiquement nul. C’est la contradiction recherche´e. 2.
Remarquons que le re´sultat pre´ce´dent s’applique e´galement aux structures conformes
holomorphes φ. En effet, meˆme si φ est une C∗ n O(n,C)-structure, de type non
affine, l’annulation de la premie`re classe de Chern de M implique l’existence sur un
reveˆtement fini de M d’une forme volume holomorphe [6]. La pre´sence d’une forme
volume holomorphe permet de re´duire le groupe structural de R1(M), a` une exten-
sion finie de O(n,C). Il vient que, sur un reveˆtement fini de M , la structure conforme
admet un repre´sentant (global) qui est une me´trique riemannienne holomorphe, pour
laquelle aussi bien le the´ore`me 4.7, que le the´ore`me 4.9 s’appliquent.
La meˆme me´thode fonctionne pour des connexions projectives holomorphes :
la pre´sence d’une forme volume implique l’existence d’un repre´sentant global qui
est une connexion affine holomorphe pour laquelle les the´ore`mes pre´ce´dents s’ap-
pliquent.
Des re´sultats similaires au the´ore`me pre´ce´dent dans le contexte, plus ge´ne´ral, des
structures ge´ome´triques infinite´simalement modele´es, dans le sens de Cartan, sur
des espaces homoge`nes G/I, ont e´te´ obtenus dans [61, 11, 19].
Il convient de mentionner e´galement les re´sultats de platitude obtenus dans [41]
pour des G-structures holomorphes sur des varie´te´s unirationnelles. Un the´ore`me
de [62] ge´ne´ralise ces re´sultats au cas des varie´te´s alge´briques admettant au moins
une courbe rationnelle.
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5 Quelques de´veloppements
5.1 Me´triques Riemanniennes Holomorphes
L’existence d’une me´trique riemannienne holomorphe sur une varie´te´ complexe
compacte impose des conditions tre`s restrictives a` la varie´te´. Une premie`re obstruc-
tion e´vidente est la premie`re classe de Chern. En effet, une me´trique riemannienne
holomorphe est une O(n,C)-structure sur le fibre´ tangent holomorphe a` M . Ceci
implique l’existence d’un reveˆtement double non ramifie´ de M sur lequel le groupe
structural du fibre´ des repe`res (qui est, en ge´ne´ral, un GL(n,C)-fibre´) se re´duit au
groupe SO(n,C) qui pre´serve un volume holomorphe. Le fibre´ canonique (des formes
volumes holomorphes) de ce reveˆtement double de M est donc trivial, ce qui assure
l’annulation de la premie`re classe de Chern de M . On peut aussi remarquer que
la pre´sence d’une me´trique riemannienne holomorphe fixe un isomorphisme entre le
fibre´ tangent holomorphe TM et son dual T ∗M . En particulier, le fibre´ canonique
de M est isomorphe a` son dual ce qui implique l’annulation de la premie`re classe de
Chern de M .
Un premier exemple de varie´te´s compactes admettant des me´triques rieman-
niennes holomorphes est donne´ par les tores complexes. Pour s’en assurer il suffit
de constater que la me´trique plate g = dz21 + dz
2
2 + . . . + dz
2
n est invariante par
translations et descend donc sur tout quotient de Cn par un re´seau de translations.
Rappelons que, graˆce au the´ore`me 4.7, parmi les varie´te´s ka¨hle´riennes compactes,
seuls les tores complexes et leurs quotients finis admettent des me´triques rieman-
niennnes holomorphes et ces me´triques sont ne´cessairement plates. Un re´sultat si-
milaire est de´montre´ dans [20] pour les surfaces complexes compactes.
Nous nous inte´ressons dans cette partie a` la classification des varie´te´s complexes
compactes non (ne´cessairement) ka¨hle´riennes de dimension trois qui posse`dent des
me´triques riemanniennes holomorphes.
Proposition 5.1 i) Soit M = Γ\G une varie´te´ paralle´lisable quotient d’un groupe
de Lie complexe connexe simplement connexe G par un re´seau cocompact Γ. Alors
toute me´trique riemannienne holomorphe g sur M provient d’une me´trique rieman-
nienne holomorphe invariante a` gauche sur G.
ii) Toute varie´te´ paralle´lisable de dimension complexe trois, admet une me´trique
riemannienne holomorphe de courbure sectionnelle constante. La courbure est nulle
exactement quand le groupe G est re´soluble.
De´monstration i) Il s’agit d’un cas particulier de la proposition 4.1.
ii) A` pre´sent G est un groupe de Lie complexe connexe simplement connexe
unimodulaire de dimension trois. Il vient que G est l’un des quatres groupes de
Lie suivants : C3, SL(2,C), le groupe de Heisenberg complexe ou le groupe SOL
complexe.
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La forme de Killing induit une me´trique riemannienne holomorphe de courbure
constante non nulle invariante sur SL(2,C). Par ailleurs, nous avons vu au co-
rollaire 4.3 que SL(2,C) n’admet aucune connexion affine holomorphe plate sans
torsion invariante (donc aucune me´trique riemannienne holomorphe plate).
Les groupes Heisenberg et SOL posse`de des actions sur C3 qui pre´servent dz21 +
dz22 + dz
2
3 et qui admettent une orbite ouverte (voir la preuve du corollaire 4.4). Ils
he´ritent donc d’une me´trique plate invariante. Par ailleurs, il n’existe pas dans le
groupe des isome´tries de SL(2,C) × SL(2,C) de la forme de Killing aucune copie
d’un groupe re´soluble agissant avec une orbite ouverte. Par conse´quent, C3, Heisen-
berg et SOL ne posse`dent pas de me´trique riemannienne holomorphe de courbure
constante non nulle. 2.
Les exemples non standard de Ghys. Nous avons vu que ces varie´te´s M(u,Γ)
s’obtiennent a` partir des varie´te´s paralle´lisables Γ\SL(2,C), par de´formation de la
structure complexe [29] et de´pendent d’un morphisme u de Γ dans SL(2,C). Elles
he´ritent de la me´trique riemannienne holomorphe donne´e par la forme de Killing.
Pour un morphisme u ge´ne´rique les varie´te´s M(u,Γ) ne posse`dent pas de reveˆtement
fini non ramifie´ qui soit une varie´te´ paralle´lisable.
Ne´anmoins, dans tous les exemples connus, le reveˆtement universel de la varie´te´
est un groupe de Lie complexe sur lequel la pre´image de la me´trique riemannienne
holomorphe par le reveˆtement est invariante par translations.
Le premier pas vers la classification nous l’avons obtenu dans [22] avec le re´sultat
suivant :
The´ore`me 5.2 : Soit M une varie´te´ complexe compacte connexe de dimension 3
munie d’une me´trique riemannienne holomorphe. Alors toute structure ge´ome´trique
holomorphe de type alge´brique affine sur M est ne´cessairement localement homoge`ne.
En particulier, la me´trique riemannienne holomorphe est localement homoge`ne.
Corollaire 5.3 Si, de plus, M posse`de un tenseur holomorphe de type ge´ne´ral φ,
alors M admet un reveˆtement fini qui est une varie´te´ paralle´lisable.
Le corollaire de´coule simplement du the´ore`me 5.2. En effet, le tenseur φ est lo-
calement homoge`ne, en particulier, il fournit une G-structure holomorphe d’ordre
un sur M , avec G un sous-groupe fini de GL(n,C) (comme dans la preuve du
the´ore`me 4.8). Sur un reveˆtement fini de M on obtient alors un paralle´lisme holo-
morphe et le the´ore`me de Wang conclut.
Revenons a` pre´sent au cas ge´ne´ral. Graˆce au the´ore`me 5.2, M est localement
modele´e sur une (G,G/I)-ge´ome´trie, ou` I est un sous-groupe de Lie complexe du
groupe de Lie complexe G tel que l’action canonique de G sur G/I pre´serve une
me´trique riemannienne holomorphe (dont l’alge`bre de Lie des champs de Killing
locaux est l’alge`bre de Lie de G).
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La deuxie`me e´tape est de´crite dans le re´sultat de classification suivant [23] (ob-
tenu en collaboration avec Zeghib). Il repre´sente, en particulier, un the´ore`me de
comple´tude et de rigidite´ de Bieberbach, dans le cas ou` G est re´soluble :
The´ore`me 5.4 Soit M une varie´te´ complexe compacte et connexe de dimension 3
munie d’une me´trique riemannienne holomorphe g.
(i) Si l’alge`bre de Lie des champs de Killing locaux de g admet une partie semi-
simple non triviale, alors elle pre´serve une me´trique riemannienne holomorphe de
courbure sectionnelle constante sur M .
(ii) Si l’alge`bre de Lie des champs de Killing locaux de g est re´soluble, alors M
admet un reveˆtement fini non ramifie´ qui est un quotient du groupe de Heisenberg
complexe ou du groupe SOL complexe par un re´seau cocompact.
Remarque 3 Si g est plate, alors son alge`bre de Lie de champs de Killing locaux est
l’alge`bre de Lie de O(3,C)nC3, qui posse`de une partie semi-simple non triviale. Par
conse´quent, les me´triques plates sur les tores complexes se trouvent dans la partie
(i) de la classification. Il est de meˆme des exemples non standard de Ghys (munis
de la me´trique de courbure sectionnelle constante non nulle), pour lesquels il s’agit
de l’alge`bre de Lie de SL(2,C)× SL(2,C).
Comme les groupes Heisenberg et SOL posse`dent des me´triques riemanniennes
holomorphes plates invariantes a` gauche, le the´ore`me 5.4 admet le corollaire suivant :
Corollaire 5.5 Soit M une varie´te´ complexe compacte connexe de dimension 3,
munie d’une me´trique riemannienne holomorphe. Alors M admet un reveˆtement
fini non ramifie´ qui posse`de une me´trique riemannienne holomorphe de courbure
sectionnelle constante.
Le the´ore`me 5.4 n’ache`ve pas la classification des varie´te´s complexes compactes
de dimension 3 admettant des me´triques riemanniennes holomorphes, mais rame`ne
le proble`me au cas des me´triques a` courbure sectionnelle constante. Les deux cas qui
restent a` comprendre sont les suivants.
Cas plat. Dans ce cas M est localement modele´e sur une (O(3,C) n C3,C3)-
ge´ome´trie et on est dans le cadre des deux conjectures suivantes :
1) Conjecture de Markus : M est-elle comple`te ?
2) Conjecture d’Auslander : En supposant que M est comple`te, est-ce que Γ est
ne´cessairement re´soluble ?
Pour ce qui est du cadre re´el, ces questions ont rec¸u une re´ponse positive dans
le contexte lorentzien [16, 28], mais restent ouvertes pour les me´triques pseudo-
riemanniennes de plus haute signature. Pre´cisons que la partie re´elle d’une me´trique
riemannienne holomorphe est une me´trique pseudo-riemannienne de signature (3, 3)
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pour laquelle les deux conjectures pre´ce´dentes sont irre´solues.
Courbure constante non nulle. Dans ce cas G = SL(2,C) × SL(2,C) et
I = SL(2,C) est plonge´ diagonalement dans le produit. La comple´tude des varie´te´s
compactes localement modele´es sur cette ge´ome´trie constitue encore un proble`me ou-
vert, malgre´ le re´sultat local de [29] qui de´montre la comple´tude, sous l’hypothe`se que
le morphisme d’holonomie est proche de celui de la re´alisation standard Γ\SL(2,C).
Il importe de signaler que les ge´ode´siques complexes d’une me´trique riemannienne
holomorphe induisent un feuilletage holomorphe en surfaces de Riemann sur le pro-
jectivise´ P (TM) du fibre´ tangent holomorphe. Chaque feuille de ce feuilletage he´rite
d’une structure affine holomorphe, ce qui exclut le cas des feuilles biholomorphes a`
P 1(C). Il reste que les feuilles sont, en tant que surfaces de Riemann, de type parabo-
lique ou de type hyperbolique. Un premier pas vers la comple´tude ge´ode´sique serait
de montrer que, dans le cas d’une me´trique de courbure sectionnelle constante sur
une varie´te´ compacte, les feuilles du feuilletage pre´ce´dent sont de type parabolique.
Flot ge´ode´sique des me´triques invariantes a` gauche. A` la lumie`re de la
question pre´ce´dente, il serait inte´ressant de comprendre les courbes ge´ode´siques des
me´triques riemanniennes holomorphes invariantes a` gauche sur un groupe de Lie
complexe G. Le flot ge´ode´sique d’une telle me´trique est hamiltonien et entie`rement
de´termine´ par un champ de vecteurs quadratique homoge`ne sur l’alge`bre de Lie G
de G. Le but serait ici de de´terminer les me´triques riemanniennes holomorphes (et
les groupes de Lie) pour lesquelles ce champ de vecteurs quadratique est complet
et, en particulier, semi-complet au sens de Ghys-Rebelo [30, 74]. Autrement dit, les
solutions du champ de vecteurs sont des fonctions holomorphes uniformes (et non
multiformes) dans tout leur domaine maximal de de´finition.
Le flot ge´ode´sique de la me´trique de Killing sur SL(2,C) permet de retrouver, en
dimension trois, les champs semi-complets de type Halphen e´tudie´s dans [36, 37].
Plus ge´ne´ralement, Haine e´tudie dans [39] le flot ge´ode´sique des me´triques rie-
manniennes holomorphes invariantes a` gauche qui sont diagonales par rapport a`
la me´trique de Killing sur le groupe orthogonal O(n,C) et de´termine, parmi ces
me´triques, celles dont le flot est semi-complet.
Ce serait inte´ressant de construire avec cette me´thode des nouveaux champs de
vecteurs quadratiques homoge`nes semi-complets, qui seront des versions ine´dites, de
dimension supe´rieure, des champs de vecteurs semi-complets connus en dimension
deux et trois par les travaux [30, 74, 36, 37].
Courbure sectionnelle constante en dimension plus grande ? Une ques-
tion classique de ge´ome´trie diffe´rentielle est de savoir si un espace homoge`ne G/I
admet des quotients compacts, ou plus ge´ne´ralement s’il existe des varie´te´s com-
pactes localement modele´es sur la ge´ome´trie G/I (voir, par exemple, [8, 10, 54, 55]).
Pour I = 1, ou, plus ge´ne´ralement, pour I compact, cette question se re´sume a` la
recherche de re´seaux cocompacts dans G. Pour des espaces homoge`nes avec I non
compact, la question est, en ge´ne´ral, beaucoup plus difficile.
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Le cas de l’espace homoge`ne Sn = O(n + 1,C)/O(n,C) (muni d’une me´trique
riemannienne holomorphe de coubure sectionnelle constante non nulle O(n+ 1,C)-
invariante) fournit un cadre ge´ome´trique ou` ces questions peuvent eˆtre teste´es. Il
s’ave`re que l’on connaˆıt des quotients compacts de Sn, seulement pour n = 1, 3 ou
7. Le cas n = 3 a e´te´ pre´sente´ ci-dessus, tandis que des quotients compacts de S7
ont e´te´ construits dans [54], ou` la conjecture suivante est formule´e :
Conjecture 1 [54] L’espace homoge`ne Sn admet des quotients compacts seulement
si n ∈ {1, 3, 7}.
Pour n = 4m + 1, avec m ∈ N, la preuve de la conjecture pre´ce´dente de´coule
d’un re´sultat plus ge´ne´ral duˆ a` Benoist [8].
Nous pensons que, plus ge´ne´ralement, on a la
Conjecture 2 [23] Une varie´te´ complexe compacte connexe munie d’une me´trique
riemannienne de courbure sectionnelle constante non nulle est comple`te. En parti-
culier, une telle varie´te´ est de dimension 3 ou 7.
Le the´ore`me 5.2 nous incite e´galement a` poser la question naturelle suivante :
Question 1 Une me´trique riemannienne holomorphe sur une varie´te´ complexe com-
pacte connexe est-elle toujours localement homoge`ne ?
Rappelons que si le fibre´ canonique d’une varie´te´ complexe M est trivial, alors
toute structure conforme holomorphe sur M admet un repre´sentant global qui est
une me´trique riemannienne holomorphe.
Une conse´quence directe du the´ore`me 5.2 est alors le
Corollaire 5.6 Soit φ une structure conforme holomorphe sur une varie´te´ complexe
compacte de dimension trois dont le fibre´ canonique est trivial. Alors φ est localement
homoge`ne.
Par ailleurs, en analogie avec la conjecture de Lichnerowicz (voir, par exemple, [60])
nous formulons la
Conjecture 3 Soit φ une structure conforme holomorphe sur une varie´te´ complexe
compacte dont le fibre´ canonique n’est pas trivial (a` reveˆtement fini pre`s). Alors φ
est plate.
En particulier, toute structure conforme holomorphe sur une varie´te´ complexe
compacte de dimension 3 est localement homoge`ne.
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La conjecture 3 est ve´rifie´e pour les varie´te´s alge´briques compactes de dimen-
sion 3. En effet, le re´sultat de classification obtenu dans [73] montre que, parmi ces
varie´te´s, celles qui admettent des structures conformes holomorphes et dont le fibre´
canonique n’est pas trivial sont P 3(C) et les quotients finis non ramifie´s de l’es-
pace hyperbolique complexe de dimension 3. Or, ces varie´te´s admettent une unique
structure conforme holomorphe qui est leur structure plate standard [41, 53, 66]
(voir e´galement [47, 62]).
5.2 Connexions affines et projectives holomorphes
Suite a` des nombreux travaux portant sur les surfaces complexes qui posse`dent
des connexions affines holomorphes [38, 81, 77, 59], Inoue, Kobayashi et Ochiai
e´tablissent dans [43] la liste des surfaces complexes (connexes) compactes qui ad-
mettent des connexions affines holomorphes (non ne´cessairement plates). Une telle
surface est biholomorphe (a` reveˆtement fini pre`s) a` un tore complexe, une surface
de Kodaira primaire, une surface de Hopf affine, une surface d’Inoue ou a` un fibre´
principal en courbes elliptiques sur une surface de Riemann de genre g ≥ 2, de
premier nombre de Betti impair. Par ailleurs, il est montre´ dans [43] que toutes ces
surfaces posse`dent des connexions affines holomorphes sans torsion plates. Toutes
ces surfaces posse`dent donc au moins une structure affine complexe.
La classification des surfaces complexes compactes qui posse`dent des connexions
projectives holomorphes a e´te´ obtenue dans [51, 52]. Ces surfaces sont dans la liste
suivante : P 2(C), les quotients non ramifie´s de l’espace hyperbolique complexe
H2C ou les surfaces admettant une connexion affine holomorphe. Toutes ces sur-
faces posse`dent des connexions projectives holomorphes normales (i.e. localement
de´termine´es par une connexion affine sans torsion) plates ( i.e. localement modele´es
sur P 2(C)), et donc des structures projectives complexes.
Dans [46] Klingler classifie les structures affines complexes et les structures pro-
jectives complexes sur les surfaces complexes compactes.
Dans [18] nous e´tudions la ge´ome´trie locale des connexions affines et projectives
holomorphes sur les surfaces complexes compactes.
Pre´cisons qu’une conse´quence du the´ore`me 3.10 est que l’alge`bre des champs de
Killing locaux d’une connexion affine holomorphe sur une surface complexe com-
pacte est non triviale. En effet, l’alge`bre des champs de Killing pourrait eˆtre triviale
seulement dans le cas ou` la dimension alge´brique de la surface est e´gale a` deux. Or,
ces surfaces sont alge´briques [5] et d’apre`s le the´ore`me 4.7 la connexion est invariante
par translation sur une varie´te´ abe´lienne (l’alge`bre de Killing est de dimension au
moins deux).
Le re´sultat principal de [18] pre´cise la structure de l’alge`bre de Killing :
The´ore`me 5.7 Soit (S,∇) une surface complexe compacte connexe munie d’une
connexion affine holomorphe sans torsion.
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i) Si S n’est pas biholomorphe a` un fibre´ principal elliptique au-dessus d’une
surface de Riemann de genre g ≥ 2, de premier nombre de Betti impair, alors ∇ est
localement modele´e sur une connexion affine invariante par translations sur C2. En
particulier, ∇ est localement homoge`ne.
ii) Supposons que S est un fibre´ principal holomorphe en courbes elliptiques au-
dessus d’une surface Σ de genre g ≥ 2, de premier nombre de Betti impair. L’espace
des connexions affines holomorphes sans torsion sur S est biholomorphe a`
(H0(Σ, KΣ))
2 ×H0(Σ, K⊗2Σ ) ' C5g−3,
ou` KΣ de´signe le fibre´ canonique de Σ.
Toutes ces connexions sont invariantes par la fibration principale (i.e. admettent
le champ fondamental de la fibration principale comme champ de Killing). L’es-
pace des connexions plates est de codimension complexe g. Les connexions affines
holomorphes sans torsion non plates sont non localement homoge`nes : l’alge`bre des
champs de Killing locaux est de dimension un, engendre´e par le champ fondamental
de la fibration principale.
Les connexions construites au point (ii) du the´ore`me pre´ce´dent fournissent les
premiers exemples de G-structures holomorphes rigides sur une varie´te´ compacte
qui ne sont pas localement homoge`nes.
La classification des connexions affines obtenue dans le the´ore`me pre´ce´dent nous
permet d’obtenir par un calcul direct le
Corollaire 5.8 Soit (S,∇) une surface complexe compacte munie d’une connexion
affine holomorphe sans torsion. Alors ∇ est projectivement plate.
En utilisant le corollaire 5.8, nous obtenons le re´sultat suivant :
The´ore`me 5.9 Toute connexion projective holomorphe normale sur une surface
complexe compacte est plate.
La preuve du the´ore`me pre´ce´dent se fait en deux e´tapes. Nous de´montrons d’abord
la proposition suivante qui, ensemble avec le corollaire 5.8, donne la platitude des
connexions projectives holomorphes sur les surfaces compactes posse`dant au moins
une connexion affine holomorphe.
Proposition 5.10 Soit S une surface complexe qui posse`de une connexion affine
holomorphe. Alors toute connexion projective holomorphe normale sur S est projec-
tivement e´quivalente a` une connexion affine holomorphe sans torsion sur S.
Le cas restant s’obtient en rassemblant des arguments de [41, 62, 66] (voir e´galement [53,
47]) :
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The´ore`me 5.11 Soit S une surface complexe compacte qui admet une connexion
projective holomorphe normale, mais ne posse`de aucune connexion affine holomorphe.
Alors S est projectivement e´quivalente a` P 2(C) muni de sa connexion projective plate
standard ou bien a` un quotient compact non ramifie´ de H2C muni de sa connexion
projective plate standard.
En utilisant les connexions construites au point (ii) du the´ore`me 5.7, pour les-
quelles l’alge`bre des champs de Killing locaux est de dimension un, il n’est pas
difficile de construire des connexions affines holomorphes sur des varie´te´s complexes
compactes (non ka¨hle´riennes) de dimension n et pour lesquelles l’alge`bre de Lie des
champs de Killing locaux est de dimension n− 1.
Question 2 Soit M une varie´te´ complexe compacte de dimension n, munie d’une
connexion affine holomorphe ∇. Quelle est la dimension minimale de l’alge`bre de
Lie G des champs de Killing locaux de ∇ ?
Remarquons que nous sommes tre`s pre`s de savoir de´montrer que G est non triviale.
En effet, le the´ore`me 3.10 implique que seules les varie´te´s de dimension alge`brique
maximale, e´gale a` n, sont susceptibles de posse`der des structures ge´ome´triques holo-
morphes rigides (en particulier, des connexions affines holomorphes) avec une alge`bre
de Lie de champs de Killing locaux triviale. Par ailleurs, le the´ore`me 4.7 implique
que les seules varie´te´s alge´briques qui admettent des connexions affines holomorphes
sont les varie´te´s abe´liennes et dans ce cas G contient les translations et est de di-
mension au moins n. Rappelons que les varie´te´s de dimension alge´brique maximale
ont e´te´ e´tudie´es par Moishezon qui a montre´ qu’elles s’obtiennent a` partir d’une
varie´te´ alge´brique, par un nombre fini d’e´clatements de centres lisses. Nous pensons
que parmi ces varie´te´s, seules les varie´te´s abe´liennes posse`dent des connexions affines
holomorphes.
Pour ce qui est des connexions projectives holomorphes, nous formulons une ver-
sion holomorphe de la conjecture de Lichnerowicz projective :
Conjecture 4 Si la varie´te´ complexe compacte M posse`de une connexion projective
holomorphe (normale) φ, mais aucune connexion affine holomorphe (sans torsion),
alors φ est plate.
Le the´ore`me 5.11 re´pond positivement a` la conjecture pre´ce´dente, dans le cas des
surfaces.
Re´pondre a` la question 2 serait un pas vers la classification des varie´te´s complexes
compactes admettant des connexions affines holomorphes. Dans un premier temps
une hypothe`se raisonnable serait de supposer que M est simplement connexe et
d’obtenir, graˆce a` la proprie´te´ de prolongement des champs de Killing locaux, l’exis-
tence d’un groupe d’isome´tries de dimension strictement positive. Dans ce contexte
nous pensons que le re´sultat suivant est vrai :
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Conjecture 5 (i) Une varie´te´ complexe compacte simplement connexe M n’admet
aucune connexion affine holomorphe.
(ii) Une varie´te´ complexe compacte connexe simplement connexe M posse`dant une
connexion projective holomorphe est projectivement e´quivalente a` l’espace projectif
de meˆme dimension, muni de sa structure standard.
Mentionnons que le point (i) de la conjecture pre´ce´dente est ve´rifie´ pour les
connexions affines localement homoge`nes, localement modele´es sur un espace ho-
moge`ne G/I. En effet, dans ce cas, la simple connexite´ implique que l’application
de´veloppante est un biholomorphisme entre M et G/I. Il vient que M est le quo-
tient du groupe de Lie G par un sous-groupe parabolique I. Or, aucun de ces quo-
tients ne posse`dent des connexions affines holomorphes (G-invariantes) (voir, par
exemple, [62]).
Pre´cisons e´galement que le point (ii) de la conjecture 5 est un cas particulier de
la conjecture 4. En effet, si la connexion projective est suppose´e plate, son applica-
tion de´veloppante est un biholomorphisme (projectif) entre M et l’espace projectif
standard de meˆme dimension.
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